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KONSTRUOWANIE ODBI ¢ WIELOKROTYCH OD
POWIERZCHNI WEWN ETRZNYCH SFERY | WALCA
OBROTOWEGO

Opracowanie obejmuje analizgeometrycza zjawiska odbicia zwierciadlanego od
powierzchni wewntrznej sfery i walca obrotowego. Isfotej analizy jest wskazanie konstrukcji
umazliwiajacej odwzorowanie odbicia dowolnego puniRwz przestrzeni rzutowe§® w zwierciadle
utworzonym na powierzchni wewtnznej sferyk, lub walcay,. W tym celu nalgy znale:¢ taki punkt
R nalezacy do wybranej powierzchni, aby promigyychodzcy z punktuP po odbiciu w zwierciadle
w R przebiegt przezrodek rzutowani& (oko). Problem ten byt juprzedmiotem badana gruncie
geometrii wykrélnej w zakresie odbibezpdrednich, tj. takich, gdy promiebiegrcy od punktuP do
E odbija s¢ tylko w punkcieR. Natomiast autorowi nieasznane prace, ktére obejmowatyby swoim
zakresem zjawisko odbiwielokrotnych, gdy promie biegracy z punktuP do punktuE maze odbé
si¢ dodatkowo (take wielokrotnie) w zwierciadle wistym zanim si odbije w punkcieR.

Rozwamy sytuact ogdlm, kiedy punktyP, E i R nie @ tozsame i nie § wspotliniowe.
Dodatkowo przyjmijmy dla sferyze punktyP i E nie g tozsame z punkter® (srodkiem sfery), a dla
walca,ze punktyP i E nie nalea do osi walca obrotowego.

Wiasndci zjawiska odbicia wielokrotnego w sferze ina zapisanastpujaco (rys.1):
1. Punkty E, P, R, O oraz pdrednie punkty odbiciaR;, R;, ..., R, nalea do jednej
ptaszczyznyr, czego konsekwengjest to,ze w dla sfery rozwane zagadnienie jest rownawe

zagadnieniu poszukiwania punktéw odbicia nagglirm,, ktory jest czscia wspOlm sfery A, i

ptaszczyznyr.

2. Wszystkie odcinki linii tamanej opisagej drog promienia od punktlP do okaE s
styczne do wigciwego dla niej okfgu s, 0 srodku w punkcie.

3. Katy o pomigdzy kolejnymi odcinkami tamanej przystajce.

4. Zgodnie z ide momentu obrotowego mna przypé, ze jezeli odcinki tamanej

przeksztalcimy na wektory (przyjmijmyze zwrot kxdzie skierowany odpowiednio od punkituw
kierunkuE), to wszystkie te wektory (w tym pierwszy i ostiatmvorza momenty obrotowe wzgliem
punktuO o zwrocie zgodnym z ruchem wskazéwek zegara luystkie maj ten zwrot przeciwny.

5. Katy utworzone przez kolejne punkty styczoio odcinkéw tamanej isrodek okegu

0S,0S;, 0S0S;, ..., 0S,10S, s przystagce. Jeeli suma lgtow od0S,0S; do  0S,..0S, réwm n-
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1 razydS,0S, ma wartéé §, to kat p utworzony przez pierwszy punkt stycZobS,, srodek okggu O
i ostatni punkt styczrii S, jest rowny wartéci 8 lub 8 pomniejszonej o wielokrotrié kata petnego,
tak aby miara tukowasdta p zawierata si w przedziale (0, ®). Kat p mierzymy od pétprostepS, do
pétprostej OS, w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara lupegiwnie; zgodnie z

wystepujaca w danym przypadku wiaskda 4.

Rys. 1

Na podstawie poznanych whasob zjawiska odbicia wielokrotnego od egu mana
sformutowa zbiér maliwych przypadkéw tego zagadnienia (rys.2). | taknkt P maze przynaleet
do dwéch stycznych do adgu s, (2 przypadki), punktE moze réwnie przynalee¢ do dwoéch
stycznych do okigu s; (2x 2 przypadki), wektory wychodze zP mog tworzy¢ momenty obrotowe
"lewoskrtne" lub "prawoskgtne" (2x 2x 2 przypadki). Zwroty wektorow Kezacych s¢ w E musz
spelnig@ wlasna¢ 4, a wic nie zmieniaj liczby przypadkow.

Rys.2
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Ostatnim parametrem oktajacym ilos¢ mazliwych przypadkéw tego zagadnienia jest krdtho
odbicia. W przypadku m-krotnego odbicia dlazdtej pary konstrukcji wykorzystagych te same
punkty stycznéci, np. dla przypadkéw a) i b) z rys.2 istnieje motgmcjalnych przypadkéw.
Otrzymujemy zatem dla m-krotnego odbicia ogétemt 2x 2/2xm maliwych przypadkéw do
dalszej analizy. Na przyktad w odbiciu czterokratnpa sferze moglibyny zobaczy maksymalnie
16 punktéw.

Wykorzystupc opisane whasrigi wielokrotnego odbicia zwierciadlanego od powatnzi
wewrgtrznej sfery mana wskazé konstrukeg poszukiwania punktu odbicia na drodze aproksymaciji
(rys. 3). Konstrukej t¢ przykladowo przeprowadzimy dla jednego z przypadkadbicia
czterokrotnego (m=4), gdy dane punkty E i P oraz okag m, o $srodku w punkcieO do ktérego
nalezy poszukiwany punkR. Rysujemy dowolny okg s, o srodku wO i promieniu mniejszym lub
réwnym krétszemu z odcinké®E i OP. Wyznaczamy styczne do tego edu przechodce przez&

i P. Oznaczmy punkty styczéa odpowiednio jakdSE;, SE; orazSP; i SP,.. Rozwamy przypadek
odnoszcy do punktéw styczrigi SE; i SP; oraz kierunku obrotu zgodnego z ruchem wskazéwek
zegara. Punkty i SP, utworz prost do ktérej nalgy pierwszy odcinek linii tamanej opisigej
przebieg promienia, natomiast punkyi SE; utworz prost do ktérej naley ostatni odcinek tej
tamanej. Do wyznaczenia pozostalych prostych, dirykh kyda przynalene brakujce odcinki
tamanej potrzebneasstyczne do okigu w punktachs,, S; i Ss. Z whasndci piatej wynika,ze aby je
wyznaczy musimy kt B lub kat B powigkszony o wielokrotn& kata pelnego (&) podzielt na 4
réwne czsci (ogélnie na m réwnych gci). Zgodnie z wtasnieia czwart, otrzymany w ten spos6b
kat musi by mniejszy od kta potpetnego. Warunki te spetnia w naszym przypazicdwno kt ¢ jak

i kat v, ktéry jest rownyp powickszonemu ar/2. Ogélnie kt ¢ w kolejnych maliwych przypadkach
powigkszamy o wielokrotn& 2r/m. Wybierzmy do dalszych rozwan taki przypadek, w ktorymaty
utworzone przez kolejne punkty styczobi $rodek okegéw O s3 réwney. Przy tym zalaeniu
otrzymujemy punktys;, S; i Ss, w ktérych wyznaczamy justyczne das, za& w punktach przegtia
nastpujacych po sobie stycznych otrzymamy punRy, Rz, Rs, Rs. Wszystkie te punkty nate do
okregu k; 0 srodku wO. Gdyby punktem szukanym byt punkt odbicia czteothego na okigu ko, to
jednym z rozwizaar zagadnienia bytby punkR*. Do wskazania szukanego punktu naegkrm,
nalezy opisam wyzej konstrukoj powtorzy dla wielu okggéw s, o réznych promieniach. Kolejne
potazenia punktuR* utworz krzywa f,, ktérej punkt wspdéiny z okgiem m; jest szukanym punktem

R w rozwazanym przypadku.
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Rys.3

W przypadku odbicia od wewtrznej powierzchni walca kolejne punkty§gpednie odbicia
lustrzanego nalatyby do linii srubowej, przy czym na rzutni prostopadiej do osilcaaistnieje
mazliwosé skorzystania z konstrukcji oméwionej dla g (rys. 3). Wéwczas punkfy;, Ry, ..., Ry,
beda obrazami tworacych walca obrotowego na ktérych ngmtje odbicie lustrzane i do ukazania
konicowego punktu odbicia nalg dokon& rozwinigcia fragmentéw ptaszczyzn réwnolegtych do osi
walca opisanych na tym rzucie odcinkaRiR; R:Rj, ..., RniRn. Na tym rozwingciu otrzymamy

punkty kolejnych odldi jako przecicia prostejdczacejP z E z tworzcymi walca.
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