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SOME THEOREM CONCERNING THE CONICS STREAKS AND
PENCILS AND ITS APPLICATION TO SMOOTH CONNECTION
OF CONICS ARCS

In the paper [1] and [2] one theorem concerning particular streaks and pencils of
conics is discussed. The peculiarity of the considered streaks and pencils consists in the kind
of their base, which is composed of two pairs of coinciding elements /two tangents with
points of tangency in the case of streaks or two points with tangents in them - in the case of
pencils/.

The theorem in [1] is from some
properties of conics streaks traced back -
properties revealed by Prof. S. Szerszen by
means of perpectograph of De La Fresnaye. In
[2] the theorem is as conclusion of particular
properties of parabolas streaks and pencils
drawn. The construction of tangents and
points of tangency to a hyperbola reveals one
more way of proving the considered theorem,
the way which seems, to be the simplest one.

Let us take a streak of hyperbolas,
which base is composed of two asymptotes.
Let us choose on one of them e.g. c=d
/Fig.1/ an arbitrary point Q and draw the line
f parallel to the asymptote a=b and going
halves in distance between this asymptote and
point Q : f// a, pat = pro. We can remark,
that f is a line containing all middlepoints
of the rays of pencil /Q/ limited by
asymptote
a=b . It means that the points lying on f
are the points of tangency between the rays
of pencil /Q/ and all the hyperbolas of our
streak. Assuming that the considered streak of
hyperbolas is surrendered to a projective
transformation we can obtain the streak of
other conics, which base is created by two
tangents as, Cs with their points of tangency
As, Cs, /Fig 2/. The transformed point Q -
Qs will be lying on ¢s and the pencil /Q/ of
tangents to hyperbolas will be transformed in
the pencil /Qs/ of tangents to other, new
conics. As result of our transformation the
line f parallel to the asymptote a=b i.e.
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passing through the point at infinity A% will be line fs passing through the basic point of
tangency As. From this we can conclude the following property of a streak of conics:

points of tangency of the pencil lines /Qs/ to the conics of a streak, which base is
composed of two pairs of coinciding tangents, are lying on one straight line fs; the line f;
passes through one of the given basic points of tangency , different from the one, which lies
on the tangent including centre Q. L 11/

By analogy with above let us take into
consideration a line  parallel to one
asymptote of the base of the hyperbolas pencil
/Fig.3/i.e. q // A* = B”. In the point qNs=S,
where, by S is denoted the bisectrix of the
angle between asymptotes of hyperbolas , let
us drawn the line t perpendiculartos: t_Ls.
Let us denote as T the common point:
tHC*D*=T. We can remark that the points
of the range /g/ are middlepoints of segments
of pencil rays /T/. Having transformed the
pencil of hyperbolas by a projective
transformation to a pencil of other conics we
obtain the situation: as in Fig. 4. Describing
it we establish the following statement:

Fig.3

the tangents to the pencil conics, which base
is composed of two pairs of coinciding points
- in the points lying on an arbitrary line
passing through one of the basic points e.g.

s=Bs, are intersecting in one point Ts ;
the point Ts lies on the line determined by
different from As=B basic points. .... /2/

It is easy to conclude that theorems /1/ and
/2/ are dual.

Let us consider the possibility of application /A -5 as= bs
of theorems /1/ or /2/ to smooth connection C T s

of the conics arcs. For this purpose let us take .

assumptions defining two streaks /pencils/ Fig. 4

of

conics {S1°} and {s2%}, which bases are composed of coinciding in pairs elements. So in
the Fig. 5 we have tangents a; =b; € A; and c;=d; € C; defining the streak {s1°}
and tangents a; =b, € A, and c;=d; € C, defining the streak {522}. Through the
point aj; N a; = Q letus construct such line u, which will be tangent simultaneoesly to the
conic of streak {s:°} and of streak {S,°}. For this purpose two auxiliary lines will be
constructed : the line 1 € C; and (2 € C; including points, in which the lines of pencil /Q/
are correspondingly tangent to the conics of the streak {s1°} and {s,°}. We draw line g1
by means of the point T; = t1»l1, where t; € Q and t; // A;Cy, whereas |y is conjugated
with direction A;C; diameter of conics of the streak {s; 2} - and the line g, is constructed
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with the aid of the analogous point T, =1, N1, where t; // A,C, and |, is conjugated
with direction A,C, diameter of the conics belonging to the streak {s22}. The common
point of the lines g; and g2: U=011 Q2

is the point of tangency of a line u; to a conic of the streak {s1°} and simultaneously - of
aline Uy - to a conic of the streak {s> 2}, besides because of belonging to common point Q
the lines uj and U, are identical: u; = Uy = U. In this way we have the line u tangent to two
conics at the same time : S;2/a;=b; ,C1=dy,u / and s,2/a,=b, ,C>o=d,u ;. In the
common point of tangency U the curve composed of the arcs of both conics has its
bendpoint and the transition from conic 512 to conic 822 can be treated as realisation of a
smooth connection of the conics.

Fig.5

Regarding the successive
points of intersecting of the left
pairs of basic tangents to the
conics {s1°}and {s,?} one can
find the following common
tangents to considered second
order curves. In Fig.5 there are
the lines:v e N=a; ncy, weO
—aynNCc,and z=P eci ey It
can also happen that one of the
basic tangents of the streak
{s1?} e.g. a; concides with the
basic tangent a, of the conic
from {s,°}. Fig.6 illustrates such Fig.6
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a case. What is more it may
appear that for suitably given
assumptions there are coincided
lines Qi1 and Q. Fig. 7 is an
illustration of such case. The
coinciding of the lines ¢; and
02 means that there is infinitude
of lines passing trough the point
Q = a; n ay, tangent at the same
time to the conics of the streak
{s1?} and {s,%}.
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O PEWNYM TWIERDZENIU DOTYCZACYM PASMA 1 PEKU STOZKOWYCH
I JEGO ZASTOSOWANIU DO GEADKIEGO EACZENIA LUKOW KRZYWYCH
STOPNIA DRUGIEGO

W pracach /1/ 1 /2/ omawiano pewne twierdzenie dotyczace pasma i pgku
stozkowych w przypadku kiedy baza pasma lub peku sa cztery elementy zjednoczone parami,
tj. kiedy baza pasma sktada si¢ z dwoch stycznych wraz z punktami stycznosci lub - dwoiscie
- bazeg peku stanowia dwa punkty stozkowych wraz z stycznymi w tych punktach.

Twierdzenie wyprowadzono w /1/ odwolujac si¢ do uogélnienia niektérych
wlasno$ci stozkowych pasma ujawnionych przez  Prof. S. Szerszenia za pomoca
perspektografu de La Fresnaye, a w /2/ - za pomoca szczegdlnych wlasnosci pasma i pgku
parabol. Konstrukcja stycznych i punktéw stycznosci hiperboli ukazuje jeszcze jedna droge,
tym razem chyba najprostsza, prowadzaca do sformutowania tego twierdzenia badz tez
stanowiaca jego elementarny dowdd.

Niech dane bedzie pasmo hiperbol, ktorego baza sa dwie asymptoty, tj. zjednoczone
parami styczne a=b i c=d przyczym anb=A% i ¢cnd=C?% /rys.1/. Obierzmy na
jednej z asymptot np. c=d dowolny punkt Q i poprowadzmy prosta f rownolegta do drugiej
asymptoty /a=b /, polowiaca jej odlegtos¢ od punktu Q, tj. : f//a, par= pro -
Zauwazmy, ze prosta f jest linig srodkow odcinkéw promieni peku /Q/ ograniczonych
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asymptota a=b. Oznacza to, ze na prostej f leza punkty styczno$ci do hiperbol pasma o
bazie /a=b,c=d/ tych stycznych, ktore sa elementami pgku prostych /Q/

Jezeli zatozymy, ze rozpatrywane pasmo hiperbol poddamy dowolnemu
przeksztalceniu rzutowemu /np. poprzez rzut Srodkowy/ wowczas pasmo to przejdzie w
pasmo stozkowych okreslone przez dwie dowolnie potozone, zjednoczone proste styczne
as=bs 1 cs= ds tj. dwie dowolne styczne as, Cs wraz z punktami styczno$ci A, Cs
/rys.2/. Punkt Q incydentny z asymptota c=d przejdzie w punkt Qse Cs, a pek stycznych
/Q/ do hiperbol - w pek stycznych /Qs / do stozkowych. Prosta f przechodzaca przez
niewlasciwy punkt A”asymptoty a=b bedzie po przeksztalceniu prosta fs przechodzaca
przez punkt As.

Wnosimy wigc, ze w pasmie stozkowych, ktérego baza sa dwie styczne wraz z
punktami stycznosci: as € As i Cs €Cs proste peku /Qy/ o $rodku lezacym na jednej z tych
stycznych /np. Qs € as / stykaja si¢ z stozkowymi pasma w punktach wspdtliniowych.
Relacja powyzsza jest przedmiotem twierdzenia /3/ publikowanego w pracy /2/

Z kolei wezmy pod uwage pek hiperbol okreslony dwiema parami zjednoczonych
punktow niewtasciwych np. A*= B® i C%= D* tj. dwiema asymptotami /rys.3/.
Rozwazmy dowolna prosta q réwnolegla do jednej z asymptot np. q// A”= B”. W punkcie
wspolnym q s , gdzie S jest symetralng kata utworzonego przez asymptoty poprowadzmy
prosta t prostopadta do s.Oznaczmy przez T punkt przecigcia t» /C*= D%/. Zauwazmy,
ze punkty szeregu o podstawie ( sa $rodkami odcinkéw promieni o wierzchotku T
ograniczonych asymptota A* B”. Sa to wigc punkty stycznosci do hiperbol peku stycznych
przechodzacych przez punkt T.

Dokonujac jak poprzednio dowolnego przeksztalcenia rzutowego rozpatrywanego
peku hiperbol otrzymamy pek stozkowych okreslonych jak na rys.4. Z rysunku tego mozemy
odczyta¢, ze w peku stozkowych, ktérego baz¢ stanowia dwa punkty wraz z przynaleznymi
do nich stycznymi /np. As;eas 1 CsecCs/, styczne do poszczegdlnych stozkowych w
punktach szeregu o podstawie przechodzacej przez jeden z punktow bazy, sa wspotpunktowe.
Relacja taka jest przedmiotem twierdzenia /4/ publikowanego w /2/.

Zajmijmy si¢ mozliwoscia wykorzystania omawianych twierdzen do gladkiego

taczenia krzywych stopnia drugiego. Przyjmijmy w tym celu zalozenia definiujace dwa pasma
/peki/ stozkowych {5} i { s}, ktorych bazy skiadaja si¢ z jednoczacych si¢ parami
elementow. Niech na rys.5 beda to styczne a;=b;=A; i ¢;=d; = C; precyzujace pasmo {
812} oraz styczne a, = b, =A; i ¢, =d; = C, ustalajace pasmo { s,? }. Przez punkt a; N a
= Q poprowadzmy taka prosta U, ktora bedzie jednoczesnie styczna do stozkowej pasma {
5%} oraz do stozkowej pasma { ;2 }. W tym celu skonstruujmy prosta q; e C; zawierajaca
punkty stycznosci stycznych peku /Q/ do stozkowych pasma { ;° } oraz prosta q; e C;
zawierajaca punkty stycznosci stycznych peku /Q/ do stozkowych pasma { s, }. Prosta 01
wyznaczamy za pomoca punktu T1 =t »n I1 gdzie t e Q i t1// A1 Ci,a |1 jest
$rednica stozkowych zbioru { s;° } sprzezong z kierunkiem A;C; , natomiast prosta q, € C»
- za pomoca analogicznie konstruowanego punktu T, = to 0y, t2// A2Cy /2/.
Punkt wspolny prostych ¢; 1 2 : U =01 Nz jest punktem stycznosci stycznej u; do
stozkowej pasma { $;° } oraz stycznej Up - do stozkowej zbioru { s;° }, przy czym
poniewaz obydwie te styczne przechodza przez punkt Q - sa one identyczne. Tak wigc U =
Uz = U jest prosta wspoOlnie styczna do dwoch stozkowych : si?laj=by,ci=dy,ul i %
a;=b,, c,=d;,, u/. W wspdlnym punkcie stycznosci U krzywa zlozona z tukéw obydwu
stozkowych ma swoj punkt przegigcia, a przejscie z stozkowe;j s;? do stozkowe;j S;? mozna
uwazac za realizacje gtadkiego polaczenia obydwu stozkowych.
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, Rozpatrujac kolejne punkty przeciecia pozostalych par stycznych do pasma {5;%} i
{s2}
mozna znalez¢ dalsze wspolne styczne do rozpatrywanych stozkowych. Na rys.5 sa to proste
veN=a;nc,, weO=a;nc1 i zeP=ci1NcC,. Moze sig zdarzy¢, ze jedna z stycznych
bazy pasma {s:°} np. a; pokrywa si¢ z styczna a; pasma {S;°}. Wowczas punktow Q z
rys.5 mamy nieskonczenie wiele. Przypadek taki ilustruje rysunek 6. Moze wreszcie, przy
odpowiednio przyjetych zalozeniach dochodzi¢ do jednoczenia si¢ prostych Qi1 1 Q2 .
Sytuacje taka przedstawia rys. 7. Pokrywanie si¢ prostych (; i Q2 oznacza, ze z punktu Q
=aiMNa, mozna poprowadzi¢ nieskonczenie wiele takich prostych, z ktorych kazda jest
jednoczesnie styczna do stozkowych pasma {s1°} i {s2°}.

Translated by: mgr Barbara SKARKA
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