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STOZKOWE JAKO ZBIORY SRODKOW SFER
PRZECHODZACYCH PRZEZ DWA PUNKTY I STYCZNYCH DO
PROSTEJ, PLASZCZYZNY BADZ SFERY

WSTEP

W referacie o tym samym tytule, zgloszonym na Konferencjg o Geometrii zorganizo-
wana w Czgstochowie (24-25 wrzesnia 1999r), z okazji stulecia urodzin profesora Stanistawa
Szerszenia 1 pigcdziesigciolecia Politechniki Czgstochowskiej, przedstawiono w duzym skro-
cie, niepelne wyniki rozwazan dotyczacych zbiorow srodkéw sfer przechodzacych przez dwa
punkty i zarazem stycznych do prostej, ptaszczyzny badz sfery [4]. W przypadku dwu réz-
nych punktéw warunkiem istnienia takich sfer jest polozenie ich po jednej stronie prostej,
ptaszczyzny/sfery i przynaleznos$¢ tylko jednego z nich do rozpatrywanych figur.

Pod koniec trzeciej dekady pazdziernika 1999r na seminarium prowadzonym przez
prof.zw.dr hab.inz.Mariana Paleja w Politechnice Slaskiej, piszacy te stowa wyglosit referat
nt.: “Krzywe stopnia drugiego okreslone na ptaszczyznie antyinwersyjnej dwoma wzajemnie
wymijajacymi si¢ okrggami”, w ktérym prezentowano dalsze wyniki badan nad tymi zbiorami
sfer, oraz miejscami geometrycznymi ich punktow stycznosci z prosta, ptaszczyzna/sfera.

Artykut niniejszy jest kompilacja uzyskanych wynikow badan w przedmiotowym za-
kresie przedstawionych w obydwu referatach, a takze ich uzupetnieniem i rozszerzeniem wy-
nikajacym z aktualnego stanu wiedzy autora w tej dziedzinie. Inspiracja do podjecia tych ba-
dan byta lektura pracy [1] w szczegolnos$ci dotyczaca miejsc geometrycznych punktéw stycz-
nosci sfer z ptaszczyzna/sfera, spetniajacych okreslone warunki.

1. Srodki sfer stycznych do prostej i przechodzacych przez dwa punkty

W punkcie tym zajmiemy si¢ sSrodkami sfer zawierajacych dwa rézne badz jednoczace
si¢ punkty A 1 B i stycznych do prostej a lezacej w tej samej ptaszczyznie co punkty A i B lub
sko$nej wzgledem prostej okreslonej tymi punktami.

1.1. Prosta AB przecina prosta a

Jezeli prosta AB przecina prosta @ w punkcie W ré6znym od punktow A i1 B, to dtugos¢
odcinka WT stycznej, wychodzacej z tego punktu do dowolnej sfery zawierajacej te punkty
jest srednia geometryczna (proporcjonalng) odcinkéw WA 1 WB - potega punktu wzgledem
okregu/sfery [2]. Na prostej a istnieja dwa takie punkty T; (i=1,2), w ktorych sfery €2 (i=1,2,)
przechodzace przez punkty A i B sa styczne do niej. Srodki tych sfer S (i=1,2) sa punktami,
w ktorych symetralna odcinka AB przecina proste t; (i=1,2) zawierajace punkty T; (i=1,2) 1
prostopadle do prostej a. Jezeli jeden z punktow koncowych odcinka AB zawarty jest w pro-
stej a, to istnieje doktadnie jedna sfera przechodzaca przez punkty A i B 1 styczna do prostej a
w punkcie A/B lezacym na niej. Gdy odcinek AB jest ponadto prostopadly do prostej a, to
srodek S tej sfery jest zarazem $rodkiem odcinka AB. Jezeli odcinek ten nie jest prostopadty
do
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prostej @, to srodek S takiej sfery jest punktem, w ktorym symetralna odcinka AB przecina
prosta t przechodzaca przez punkt A/B i prostopadta do prostej a.

1.2. Prosta AB rownolegla do prostej a

Rownolegto$¢ odcinka AB do prostej a implikuje istnienie tylko jednej sfery zawiera-
jacej jego punkty koncowe i zarazem stycznej do prostej a. Punkt T styczno$ci takiej sfery z
prosta a jest punktem przecigcia jej symetralng odcinka AB, a jej srodek S jest z kolei punk-
tem przecigcia tej symetralnej przez jedna z symetralnych odcinka AT/BT.

1.3. Prosta AB sko$na wzgledem prostej a

Wykazemy, ze zbiorem $rodkow sfer przechodzacych przez dwa rézne punkty A i B i
stycznych do prostej a sko$nej wzgledem odcinka AB jest parabola zawarta w plaszczyznie
symetralnej tego odcinka. Konstrukcja srodkéw S; takich sfer jest konsekwencja nastepujace-
go rozumowania. Srodki sfer przechodzacych przez dwa rézne punkty A i B zawarte sa w
ptaszczyznie u symetralnej odcinka AB, a $rodki sfer stycznych do prostej a w jej punktach
Ti, leza w plaszczyznach 7 zawierajacych punkty styczno$ci i prostopadlych do prostej a.
Plaszczyzna u przecina plaszczyzny 7 w prostych ki (pek prostych rownolegtych) bedacych
zbiorem $rodkow sfer, ktore przechodza przez punkty A i B albo sa styczne do prostej a w
punktach T; Na kazdej prostej k; tego peku istnieje doktadnie jeden taki punkt S ktory jest
srodkiem sfery £2 przechodzacej przez punkty A i B i zarazem stycznej do prostej a. Tymi
srodkami S; sa punkty, w ktorych ptaszczyzny symetralne a;/f odcinkow AT;/B T; przecina-
ja proste K; Plaszczyzny symetralne &/ i odcinkéw AT;/B T; ograniczonych statym punk-
tem A/B i poruszajacymi si¢ po prostej a punktami T; opisuja odpowiednio w przestrzeni pa-
raboliczna powierzchnig¢ walcowa @a /@g, o tworzacych prostopadtych do plaszczyzn ¢a /@s
, okreslonych punktem A/B i prosta a. Kierujacymi tych powierzchni @a /@ sa w plaszczy-
znach @a /@g parabole bedace obwiedniami symetralnych tych samych odcinkéw AT; /BT;,
dla ktorych punkt A/B jest ogniskiem, a prosta a wspolna ogniskowa dla obydwu parabol.
Plaszczyzna u nieréwnoleglta do tworzacych powierzchni @ /@g przecina ja w paraboli bg-
dacej zbiorem $rodkéw S; sfer 2 spetniajacych natozone warunki. Srodki tych sfer sa punk-
tami, w ktorych ptaszczyzny ai/f symetralne odcinkow AT;/BT; przecinajg proste ki =z M
7, a styczne w tych punktach do paraboli sa prostymi, w ktorych plaszczyzna u przecina
plaszczyzny ailB.

1.4. Punkt A i B jednocza si¢

Jezeli punkty A i B jednocza si¢ 1 punkt ten nie lezy na prostej a, to zbiorem srodkéw
Si sfer €2 przechodzacych przez ten punkt i stycznych do prostej a jest parabola, dla ktorej
punkt M=A=B jest ogniskiem, a prosta a jej kierownica (znana definicja paraboli jako punk-
tow réwnoodlegtych od statego punktu i statej prostej). Gdy natomiast punkt M zawarty jest
w prostej a to zbiorem $rodkow S; sfer stycznych do niej w punkcie M jest plaszczyzna u
przechodzaca przez ten punkt i prostopadta do prostej a.

Tak wigc zbiorami $rodkoéw sfer przechodzacych przez dwa punkty (rézne/jednoczace
si¢) 1 zarazem stycznych do prostej moga by¢ punkt, para punktow, ptaszczyzna badz parabo-
la, a m.g. ich punktow stycznosci punkt, para punktéw i prosta.

2. Srodki sfer stycznych do plaszczyzny i przechodzacych przez dwa punkty

Z kolei rozpatrzymy przypadek, w ktorym miejsce prostej zajmuje ptaszczyzna. Za-
ktadamy, ze dane dwa punkty potozone po jednej stronie ptaszczyzny moga by¢ roézne lub
jednoczace sig i tylko jeden z nich moze by¢ zawarty w plaszczyznie.
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2.1. Prosta AB przebija plaszczyzne o

Jezeli prosta AB przebija plaszczyzng @ w jakim$ punkcie W, to dtugos¢ odcinka WT
kazdej stycznej wychodzacej z tego punktu do dowolnej sfery zawierajacej punkty A i B jest
srednig geometryczng odcinkow WA 1 WB. Wynika stad, iz m.g. punktéw stycznosci T; sfer £2

z plaszczyzna a jest okrag t o $rodku w
punkcie W i promieniu R=WT. A zatem $rod-
ki sfer stycznych do ptaszczyzny a beda leza-
ly na prostych a; prostopadtych do niej i prze-
chodzacych przez punkty T; okregu t (W,R).
Proste a; tworza powierzchni¢ walcowa obro-
towa @ o osi | prostopadtej do ptaszczyzny
okregu t , ktory jest jej kierujaca (rys.1). Na-
tomiast S$rodki sfer przechodzacych przez
punkty A 1 B znajduja si¢ na plaszczyznie u
symetralnej odcinka AB. Tak wigc zbiorem
srodkow S sfer £2 spetniajacych rownocze-
$nie obydwa warunki jest elipsa, w ktorej
plaszczyzna u przecina powierzchni¢ walco-
wa @. Gdy odcineck AB z zalozenia jest
prostopadly do ptaszczyzny e, to zawarty on

!

K

Rys.1

osi | tej powierzchni @ i wowczas plaszczyzna u symetralna tego odcinka przecina ja w
okregu. W przypadku ,w ktérym jeden z punktéw koncowych odcinka AB lezy w ptaszczyz-
nie a, to istnieje tylko jedna sfera £2przechodzaca przez te punkty i styczna do niej w punkcie
A/B. Jezeli ponadto odcinek AB jest prostopadly do ptaszczyzny e, to Srodek S takiej sfery
jest rownoczesnie srodkiem odcinka AB. Gdy natomiast odcinek AB nie jest prostopadly do
plaszczyzny a, $rodek S szukanej sfery jest punktem, w ktérym ptaszczyzna u symetralna
tego odcinka przecina prosta a/b przechodzaca przez punkt A/B zawarty w plaszczyznie @ i

prostopadia do niej.

2.2. Prosta AB rownolegla do plaszczyzny o

Przy zatozeniu, ze odcinek
AB jest rownolegly do plaszczy-
zny @, m.g. punktow stycznosci
sfer €2 z ta ptaszczyzna 1 zarazem
przechodzacych przez punkty
koncowe rozwazanego odcinka
jest prosta t, w ktorej plaszczyzna
M symetralna odcinka AB przeci-
na plaszczyzng¢ a. Dowolny punkt
Ti prostej t oraz punkty AiB w

sposob jednoznaczny okreslaja
podobnie jak w p.1.3. sfer¢ zawie-
rajaca punkty A i B i styczna do
prostej t w jej punkcie T;. Na

rys.2 podano efektywna konstruk-
cje¢ srodkow S; takich sfer przy
zatozeniu, Ze plaszczyzna u syme-
tralna
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odcinka AB jednoczy si¢ z plaszczyzna rysunku. Przy tym zatoZeniu plaszczyzna e« pro-
stopadia do ptaszczyzny u, przecina ja w prostej t, ktora jest rownoczesnie jej rzutem pro-
stokatnym na plaszczyzng rysunku (t=’). Rzuty prostokatne punktow A i B jednocza si¢
z punktem M - $rodkiem odcinka AB (M=A’=B’). Srodki dowolnych sfer stycznych do pro-
stej t (a tym samym do ptaszczyzny @) w jej punktach T; leza na prostych a; zawierajacych te
punkty i prostopadtych do prostej t, zas srodki sfer zawierajacych trzy niewspotliniowe punk-
ty A, B i T; znajduja si¢ na prostych S; bedacych m.g. punktow rownoodleglych od nich.
Trojkaty ABT; zawarte w plaszczyznach 7 prostopadtych do ptaszczyzny u sa trojkatami
roOwnoramiennymi o podstawie AB=2a. Z tej symetrii wynika, ze obydwie proste a; i Sj leza w
ptaszczyznie rysunku. Tak wigce srodki S; sfer £2 zawierajacych wierzchotki ABT; i zarazem
stycznych do prostej t w jej punktach T;sa punktami, w ktorych proste S; przechodzace przez
srodki Oj okregdw opisanych na tych trojkatach i prostopadtych do ich ptaszczyzn, przecinaja
proste a; przechodzace przez punkty T; 1 prostopadte do prostej t (rys.2).

Zbiorem tak skonstruowanych punktéw S; podobnie jak w p.1.3 jest parabola zawarta w
ptaszczyznie rysunku (dowod przeprowadzono w p.1.3).

Warto zauwazy¢ jeszcze, ze ptaszczyzny 7 trojkatow ABT; przecinaja sfery €2 w okreggach o
srodkach Oj1 promieniach O;T; Wynika stad, ze punkty F; symetryczne do punktow T; wzgle-
dem $rodkow O; rozwazanych okrggoéw sa drugimi punktami ograniczajacymi ich Srednice
TiFi. Stwierdzamy ponadto, ze odcinki S;T; 1 SjF; sa rowne, poniewaz punkty T;i F; naleza
do tych samych sfer £2, ktorych $rodkami sa punkty Si=a;nsi. Miejscem geometrycznym
punktow F; peku prostych o wierzchotku M, ktérego promienie przechodza przez punkty T;
poruszajace si¢ po prostej t, a odcinki X;iyi w nich zawarte pozostaja w relacji yi>+2x;y;=a’
(gdzie a jest potowa odcinka AB) jest okrag zawierajacy punkt M. Relacja ta wynika stad, iz
promienie okregdw opisanych na AABT; z jednej strony sa suma odcinkdéw X; 1 Vi, za$ z dru-
giej strony ich kwadraty sa rowne sumie kwadratow odcinkéw X; 1 @, co wynika z trojkatow
prostokatnych AMO; (rys.2). Prawdziwo$¢ twierdzenia orzekajacego, ze zbiorem punktéw
Fi jest okrag wykazemy (pomijajac dowody ptaskie) metoda syntetyczna poprzez wyjscie z
ptaszczyzny rysunku do prze-

strzeni. Przyjmijmy w tym celu, m,f/=¢”

ze plaszczyzna u symetralna od-
cinka AB jest rzutnia pierwsza, a
rzutni¢ druga przyjeto prostopadle
do prostej t=una (rys.3). W
plaszczyznie @ okreslonej prosta t
1 punktem A znajduje si¢ pgk pro-
stych A(m;), ktorego rzutem pro-
stokatnym na rzutni¢ pierwsza jest
pek prostych M(m;’) perspekty-
wiczny do pgku A(m;). Homolo-
giczne promienie mM; i M’ tych
pekoéw zawarte sa w plaszczy-
znach 7 peku plaszczyzn o osi |
faczacej wierzchotki A 1 M roz-
wazanych pekow prostych. Przez
wierzchotek pgku prostych A(m;) t
prowadzimy plaszczyzny w pro-
stopadie do promieni m; tego
peku. Plaszczyzny te tworza z ko- Rys. 3
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lei drugi pek plaszczyzn o osi n zawierajacej punkt A i prostopadlej do plaszczyzny ¢@. Od-
powiednie plaszczyzny tych dwoch pekow 1(7) i n(v) sa do siebie prostopadie. Dwa rzutowe
peki ptaszczyzn o osiach przecinajacych si¢ generuja powierzchni¢ stozkowa stopnia drugie-
go. Przecinajac te dwa rzutowe peki ptaszczyzn wzajemnie prostopadtych rzutnia pierwsza
otrzymujemy na niej dwa rzutowe peki prostych M(h;) i N(hy;) o promieniach prostopadtych,
ktorych utworem jest okrag (zawierajacy wierzchotki pekow) bedacy kierujaca stozka nor-
malnego do pgku prostych A(m;). Na rys.3 wyznaczono rzuty jednej z tworzacych tego stozka
korespondujaca z promieniem m; peku prostych A(m;). Punkty F; tego okregu f sa “rucho-
mymi” ogniskami paraboli bedacej zbiorem $rodkow S; sfer £2 poniewaz odcinki SiTi 1 SiF;
dla kazdego jej punktu sa réwne (parabola ta jest zbiorem punktow réwnoodlegtych od statej
prostej i statego okregu).

2.2.1. Antyinwersja na plaszczyznie

Zauwazong w p.2.2 zalezno$¢ migdzy odcinkami X; 1 Y; oraz potowa dtugo$ci odcinka
AB (y 2i+2X; yi= az) mozna réwniez wyprowadzi¢ z podobienstwa trojkatéw prostokatnych
AAMF; 1 AAMT; powstalych z podzialu trojkata prostokatnego ATiAF; jego wysokoscia AM.
7 podobienstwa tych trojkatow otrzymujemy proporcje Vi:a =a:(2xj +YVYi), a z niej re-
lacie y%i +2xiy; = a’. Jezeli w ustalonej proporcjiza yi i 2X; +y; podstawimy od-
cinki MFi=y; 1 MT;=2x; +YVi, to zkolei otrzymamy proporcj¢ MF; : a =a : MT; a z niej
rownos$é MF; - MT; = @ Z tej ostatniej postaci zapisu tego samego zwiazku co poprzednio
fatwo zauwazy¢, ze punkty Fisa antyinwersyjnymi obrazami punktow T; wzgledem okregu k
0 srodku M i promieniu a. Tak wigc stwierdzamy, ze rozwazania nad zbiorami srodkow sfer
spetniajacych okreslone warunki
prowadza do znanego w literatu-
rze przeksztalcenia antyinwersyj-
nego plaszczyzny. Na rys.4 poka-
zano konstrukcje obrazu inwer-
syjnego A' oraz obrazu antyinwer-
syjnego A? tego samego punktu A
wzgledem okregu Kk (M,a). Z kon-
strukcji tych obrazéow oraz de-
finicji przeksztalce wynika, ze
odcinki MA' i MA?® sa rowne,
co jest konsekwencja relacji
a’=MA-MA' dla inwersji oraz
a’=MA MA? dla antyinwersji. _ Rys. 4
Z réwnosci tych odcinkow (MA'
= MA?®) stwierdzamy ze antyinwersja wzgledem okregu jest ztozeniem inwersji wzgledem tego
okregu i odbicia w jego Srednicy. Antyinwersja jako iloczyn inwersji wzgledem okregu i
odbicia w jego Srednicy jest szczegdlnym przypadkiem inwolucji Mdbiusa [2]. Sposroéd wia-
sciwosci plaskiego przeksztalcenia antyinwersyjnego nalezy przypomniec¢ te, ktore beda uzy-
teczne w dalszych rozwazaniach. Antyinwersj¢ na plaszczyznie okresla dowolny okrag o
ustalonym $rodku i promieniu. Srodek okregu antyinwersyjnego rozdziela parg punktow anty-
inwersyjnych (oryginat i obraz). Definicje okregu rozszerzamy tak, aby mozna bylo wiaczy¢
prosta jako przypadek graniczny (specjalny) - to jest okrag o promieniu nieskonczonym.
Przyjmujac tak rozszerzona definicje okregu, mozna powiedzie¢, ze antyinwersja przeksztatca kazdy
okrag na okrag. Pojecie plaszczyzny euklidesowej rozszerza sig¢ o pewien “idealny” punkt w nieskon-
czono$ci M* bedacy antyinwersyjnym obrazem punktu M - $rodka okrggu antyinwersyjnego.
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Tak pomys$lany punkt M* jest zarowno wspdlnym punktem, jak i wspolnym $rodkiem linii
prostych traktowanych jako okregi o promieniu nieskonczonym. Wszystkie proste przecho-
dzace przez punkt M, jako okrggi ortogonalne z okrggiem antyinwersyjnym przecinaja si¢ w
drugim punkcie M* - obrazie antyinwersyjnym punktu M. Plaszczyzng euklidesowa uzupet-
niong punktem M* nazywamy plaszczyzna antyinwersyjna (inwersyjna) lub konformiczna
[2]. W ten sposOb przeksztatcenie antyinwersyjne staje si¢ w pelni wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$cia bez zadnych wyjatkow. Dwa okrggi albo sa styczne, albo przecinajace si¢
badz nie posiadaja punktu wspolnego. W tym ostatnim przypadku, gdy jeden okrag lezy cat-
kowicie na zewnatrz drugiego lub jeden obejmuje drugi bedziemy mowic, ze okrggi te wymi-
jaja si¢ wzajemnie [2]. Jezeli okrag/prosta zawiera $rodek okrggu antyinwersyjnego, to jego
obrazem antyinwersyjnym wzgledem tego okrggu jest prosta. Natomiast w przypadku, gdy
okrag/prosta nie zawiera srodka okrggu antyinwersyjnego, to jego obrazem antyinwersyjnym
jest zawsze okrag. Z tych dwoch ostatnich wlasciwosci wynika, iz obrazem antyinwersyjnym
prostej nie zawierajacej Srodka okregu antyinwersyjnego wzgledem tego okrggu jest okrag
przechodzacy przez jego Srodek. Antyinwersja jest przeksztalceniem inwolucyjnym.

Wracajac do udowodnionego w p. 2.2. twierdzenia orzekajacego, ze zbiorem punktéw
Fi (ruchomych ognisk) jest okrag zawierajacy punkt M mozna teraz skonstatowac, ze okrag

ten jest antyinwersyjnym obrazem prostej t wzgledem okregu k (M,a).

Konstrukcja $rednicy okregu f , a tym samym jego $rodka S sprowadza sie do znale-
zienia obrazu antyinwersyjnego F; punktu T; prostej t zawartego w promieniu MT; peku pro-
stych M(m;) prostopadtym do niej (rys.2). W p.3.3.3 niniejszej pracy wykazemy, ze srodek S
okregu f jest stalym ogniskiem paraboli bedacej zbiorem $rodkow S; sfer £2 przechodza-
cych przez punkty A i B i stycznych do plaszczyzny e, a prosta k rownoleglta do prostej t i

przechodzaca przez punkt K symetryczny do S wzgledem wierzchotka P paraboli jest jej kie-
rownica.

2.3. Punkty A i B jednocza sie.

Jezeli punkty A i B jednocza si¢ ze srodkiem M odcinka AB i punkt ten nie lezy w
plaszczyznie a, to zbior srodkow S sfer €2 przechodzacych przez punkt M i zarazem stycz-
nych do plaszczyzny e, w kazdej plaszczyznie g peku plaszczyzn o osi | zawierajacej ten
punkt i prostopadiej do plaszczyzny a jest parabola, dla ktorej punkt M jest ogniskiem, a pro-
sta ti= a M w jej kierownica. Te przystajace parabole zawarte w ptaszczyznach w4, o wspdlnej
osi | generuja w przestrzeni paraboloidg obrotowa o osi |, ktéra jest zbiorem $srodkéw sfer
przechodzacych przez punkt 1 stycznych do ptaszczyzny a. Gdy punkt M zawarty jest w
plaszczyznie a, to $rodki sfer stycznych do niej w tym punkcie leza na prostej wychodzacej z
tego punktu 1 prostopadlej do ptaszczyzny a.

Reasumujac rozwazania p.2 stwierdzamy, ze zbiorami srodkow sfer, ktore przechodza
przez dwa rozne badz jednoczace si¢ punkty i sa rownoczesnie styczne do ptaszczyzny moga
by¢ punkt, prosta, okrag, elipsa, parabola badz paraboloida obrotowa, a m.g. ich punktéw
stycznos$ci z dana ptaszczyzna odpowiednio okrag, punkt, prosta i ptaszczyzna.

3. Srodki sfer stycznych do sfery i przechodzacych przez dwa punkty

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym miejsce plaszczyzny & zajmuje sfera A. Wia-

sciwosci zbioréw $rodkow S; sfer £2 przechodzacych przez dwa punkty A i B i1 zarazem
stycznych do sfery A zaleza w tym przypadku od potozenia prostej AB wzgledem plaszczy-
zny potegowej @ danej sfery A i sfery pomocniczej I” zawierajacej punkty A i B i

przecinajacej sferg A.
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3.1. Prosta AB przebija plaszczyzng¢ potegowa

Przez dwa rézne punkty A i B lezace po tej samej stronie sfery A, z ktérych zaden nie
lezy na niej, prowadzimy sfer¢ pomocnicza I” przecinajaca sfere¢ A w okregu zawartym w
plaszczyznie potggowej a tych sfer (rys.5). Jezeli prosta AB przebija plaszczyzng potggowa o
w pewnym punkcie W, to dlugos¢ odcinka WT kazdej stycznej wychodzacej z tego punktu do
dowolnej sfery zawierajacej punkty A i B jest $rednia geometryczna odcinkéw WA 1 WB.
Wynika stad, iz m.g. punktow stycznosci sfer £ z dana sfera A jest okrag t bedacy linia
zetknigcia powierzchni stozkowej T o wierzcholku W, opisanej na sferze A. Srodki sfer
stycznych do sfery Aw punktach T okregu t znalezé sie musza na prostych a; taczacych
punkty styczno$ci T; ze srodkiem O sfery A. Proste te sa tworzacymi tzw. powierzchni stoz-
kowej normalnej @ (stozka normalnego) o wierzcholtku O, kierujacej t i wspélnej osi | z
powierzchnig stozkowa T. A poniewaz m.g. punktow rownoodlegtych od dwu punktéw A i B
jest plaszczyzna u symetralna odcinka AB, to wynika stad, iz zbiorem $rodkéw S; sfer 2

przechodzacych przez punkty A i B i zarazem stycznych do sfery A jest stozkowa, w ktorej
plaszczyzna u przecina stozek normalny @. Rodzaj tej stozkowej zalezy od potozenia odcinka

AB wzgledem sfery A .

Rys. 5

Przyktadowo jezeli prosta AB jest styczna do sfery A, a plaszczyzna sieczna g nie zawiera
jej srodka, to przekrojem stozka normalnego jest parabola. Prosta AB bedac styczna do sfe-
ry A jest jedna z tworzacych powierzchni stozkowej T, z ktora koresponduje tworzaca stozka
normalnego @ do niej prostopadta. Do tej samej tworzacej jest prostopadia ptaszczyzna
sieczna g, jako plaszczyzna symetralna odcinka AB. Z prostopadtosci plaszczyzny i prostej
do tej samej prostej wynika rownolegto$¢ plaszczyzny do prostej (badz prostej do plaszczyzny). Tak
wiec
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ptaszczyzna u bedac réwnolegla do tworzacej stozka normalnego @ przecina go w paraboli.
Na rys. 5 plaszczyzna u przecina stozek @ w hiperboli poniewaz jest rownolegta do dwoch
jego tworzacych zawartych w plaszczyznie & rownolegtej do ptaszczyzny p.

3.2. Punkt A/B jest punktem sfery A

Jezeli jeden z punktoéw koncowych odcinka AB lezy na sferze A, to istnieje doktadnie
jedna sfera £2 zawierajaca te punkty i styczna do niej w punkcie A/B. Gdy prosta AB prze-
chodzi ponadto przez érodek O sfery A, to $rodek S sfery £2jednoczy sig ze srodkiem odcin-

ka AB. W przypadku gdy $rodek sfery A nie jest wspotiniowy z punktami A i B, to $rodek S
sfery €2 jest punktem, w ktorym plaszczyzna symetralna odcinka AB przecina prosta taczaca
$rodek O sfery A z punktem A/B lezacym na niej.

3.3. Prosta AB rownolegla do plaszczyzny potegowej o

W przypadku réwnolegtosci odcinka AB do plaszczyzny potegowej e sfer A i I m.g.
punktow stycznosci sfer 2 przechodzacych przez punkty A i B ze sfera A jest okrag
w ktorym plaszczyzna u symetralna tego odcinka przecina sfere A. Przy tych zalozeniach
plaszczyzna u zawiera $rodek O sfery A, a wigc promien okregu t jest rowny promieniowi
tej sfery. Rozpatrywany odcinek AB moze leze¢ na zewnatrz sfery A, moze byé¢ do niej
styczny, albo leze¢ wewnatrz niej zawierajac jej srodek badz bedac niewspotliniowym z nim.
W plaszczyznie u symetralnej odcinka AB, ktora bedziemy utozsamia¢ z ptaszczyzna rysun-
ku, jego $rodek punkt M wzgledem okregu t (O,R) bedzie odpowiednio zewnetrznym
punktem tego okrggu, lezacym na nim, badz punktem wewngtrznym, ktéry w tym przypadku
moze jednoczy¢ si¢ z jego Srodkiem. Rozwazania tych czterech przypadkoéw beda ilustrowane
rysunkami wykonanymi przy zalozeniu, ze plaszczyzna rysunku jest plaszczyzna syme-
tralna odcinka AB.

3.3.1. Odcinek AB lezy wewnatrz sfery A i nie zawiera jej srodka

Jezeli odcinek AB rownolegly do ptaszczyzny potggowej a, znajduje si¢ wewnatrz
sfery A ijego $rodek M nie jednoczy sig z jej $rodkiem, to w paszczyznie rysunku przyjmu-
jemy okrag 1(0,R) oraz punkt M = O lezacy wewnatrz tego okrggu. Rzuty prostokatne
punktow A i B na ptaszczyzng rysunku jednocza si¢ z punktem M (rys.6). Dowolny promien
m; peku prostych M (m;) przecina okrag T w punktach T; i Ti. Srodki sfer stycznych do
okregu t , a tym samym do sfery A w punktach T; ( te drugie punkty T; w tej chwili nie sa
rozwazane) leza na prostych a; laczacych punkty stycznosci ze $rodkiem O tej sfery (tego
okregu). Natomiast m.g. punktow rowno oddalonych od wierzchotkow AABT; sa proste S;
przechodzace przez $rodki O; okregow opisanych na tych trojkatach i1 prostopadie do ich
ptaszczyzn. Z symetrii AABT; wzgledem plaszczyzny rysunku wynika, ze proste S; 1 a; leza
na niej. Plaszczyzny symetralne odcinkéw AT;/BT; przecinaja wysokosci MT;rozwazanych
trojkatow w punktach O; a plaszczyzng rysunku w prostych S; zawierajacych punkty O; 1
prostopadlych do wysokosci MT; tych trojkatéw. Tak wigc proste a; i Sj przecinaja si¢ w
punktach S; bedacych srodkami sfer £2 zawierajacych punkty A i B i rownoczes$nie stycznych
do sfery A. Na promieniach m; pekéw prostych M(m;), analogicznie jak w p.2.2, znajduja sie
punkty F; symetryczne do punktéw T; wzgledem $rodkoéw O; ktére sa drugimi punktami ogra-
niczajacymi $rednice T;F; okrggéw opisanych na AABT;. Z podobienstwa AAMT; i AAMF;
otrzymujemy proporcje MTi: a = a: MFi, a z niej rownos¢ a’=MT;- MF;, z ktorej wyni-
ka, ze punkty F;
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1. z+QF,-y = QT,+y
z=2y
2. r+x=2y+r-x
X=y
3. PQ=2R-(PT,+QT,)
PQ=R-r
4. PQ=0S+2x

y, 2y L Xy WY
A i

Rys. 6

sa antyinwersyjnymi obrazami punktow T; wzgledem okrggu k (M, a). Z wlasciwosci anty-
inwersji oméwionych w p.2.2.1, stwierdzamy, ze zbiorem punktow F; w tym przypadku jest
okrag f nie zawierajacy punktu M. Konstrukcja $rednicy tego okregu, a tym samym jego
srodka S sprowadza si¢ do znalezienia antyinwersyjnych obrazow F; (i=1,2) punktow T;
(i=1,2) okregu t wspotliniowych z punktami M i O, wzgledem okregu k(M,a).

Podobnie jak w p.2.2 prawdziwosc¢ tego twierdzenia mozna wykazaé rowniez za pomoca stoz-
kow normalnych o wspolnym wierzchotku 1 wysokosci.

Przyjmujac na rzutni pierwszej w miejsce prostej t okrag t (O, R) nie zawierajacy punktu M
otrzymamy zamiast peku prostych A(m;) stozek T o wierzchotku w punkcie A i kierujacej w
postaci przyjetego na rzutni pierwszej okregu t . Prowadzac przez wierzcholek tego stozka
proste prostopadte do jego tworzacych otrzymamy powierzchnig stozkowa @ o tym samym

wierzchotku i wysokosci, ktora rzutnia pierwsza przecina w okregu f bedacym antyinwer-

syjnym obrazem okregu t wzgledem okregu k (M, a).

Jezeli okrag t bedzie zawierat $rodek M okregu antyinwersyjnego, badz bedzie z nim
wspotsrodkowy, to mozna udowodni¢ za pomoca stozkoOw normalnych o wspdlnym wierz-
chotku 1 wysokosci, ze jego obrazem antyinwersyjnym bedzie prosta badz okrag wspoétsrod-
kowy z okrggiem k(M,a).

Z przeprowadzonego dowodu twierdzenia w p.2.2. odnos$nie do zbioru punktow Fi, a takze ze
szkicu dowodu tego twierdzenia, stwierdzamy, ze antyinwersja na ptaszczyznie moze by¢
realizowana rowniez za pomoca stozkdw normalnych o wspolnym wierzchotku i wspolnej
wysokosci.

Wracajac do zasadniczego watku przerwanego rozumowania zauwazamy, ze okregi t i f sa

wzajemnymi obrazami antyinwersyjnymi wzgledem okrggu k (M, a) poniewaz przeksztal-
ce-
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nie to jest inwolucja. Jezeli przyjmiemy, ze punkt Fi=T;” to jego obraz antyinwersyjny Fi*
wzgledem tego samego okregu zjednoczy si¢ z punktem T; (rys.6).
Polozenie $rodkow O okregéw opisanych na AABT{" nie ulega zmianie, gdyz AAFT;
i AAFT{ sa tozsame (przystajace). Wynika stad, ze rowniez proste Si* zjednocza sie z pro-
stymi s; . Natomiast $rodki sfer stycznych do okregu f znajduja sig na prostych a = a; la-
czacych punkty stycznosci T{= F; ze $rodkiem S okregu f . Z réwnosci odcinkow SiT; i
SiFioraz S{T{* 1 S{F* wynika, ze punkty S;* przecigcia sie prostych a* i s = sj jednocza
si¢ z punktami S;- srodkami sfer £2 speiniajacymi nalozone warunki.
Dla kazdego punktu S; tego zbioru odcinki SiT; 1 SjFisa réwne, a wige punkty P 1 Q wspdt-
liniowe z punktami O 1 S, takie ze PT1=PF; 1 QT,= QF, naleza do tego zbioru jako
$rodki sfer stycznych do okregu t w punktach Ty i To.
Z réwnosci tych odcinkow (PT1=PF;1 1 QT, = QF2) oraz wzajemnego potozenia wymijaja-
cych sie okregow t (O,R) i f (S,r) wynika rownos¢ odcinkéw SP i OQ, dlugo$é odcinka
PQ=R-r, atakze, ze PQ > OS (rys.6). Zauwazamy ponadto, ze odcinki OT; = R sa suma-
mi odcinkow OS; 1 SiTj, a odcinki SiT; = SijF; sa z kolei sumami odcinkow S;S 1 SFj=r.
Z tych dwoéch rownosci wynika réwnos¢ trzecia, a mianowicie OS; + SS; = R - r. Trojkaty
ATiSiF; sa trojkatami rownoramiennymi, w ktorych symetralne S; bokow TiF; sa dwusieczny-
mi katéw przy wierzchotku Sj, a tym samym katow przylegtych do kata £ SS;O. Wykazane
wlasciwosci zbioru punktow S; sa charakterystycznymi wiasciwosciami elipsy. Tak wigc
udowodniono twierdzenie orzekajace, ze zbiorem Srodkow S; sfer £2 zawierajacych punkty A
1 B (ograniczajace odcinek AB) rownolegly do plaszczyzny potegowej a, 1 zarazem stycznych
do sfery A jest elipsa o dtugosci osi duzej PQ = R - r, dla ktorej punkty O i S ( $rodki okre-
gow t 1 f)sajej ogniskami, a proste S; jej stycznymi w punktach S;
Warto dodaé jeszcze, ze promienie m; peku prostych M(m;) przecinaja okrag t po raz drugi
w punktach T; . Analogicznie jak dla punktow T;, érodki S;” sfer £2" przechodzacych przez te
same punkty A i B i rownoczesénie stycznych do okregu t, sa punktami przeciecia pro-
stych a =TiOz prostymi s; przechodzacymi przez $rodki o okregow opisanych na AABT-
i iprostopadtych do ich plaszczyzn. Z prostopadloéci prostych s; i s do tych samych
plaszczyzn 7 zawierajacych AABT; i AABT; wynika réwnolegtosé tych prostych (si// si).
Punkty stycznosci S; i Si stycznych s; i s do elipsy i rownoleglych ograniczaja jej
$rednice. Jezeli promien m; peku prostych M(m;) jest prostopadly do prostej OS, to dwu-
sieczna U kata przyleglego do kata £ OS;S jest rownolegta do prostej OS, a normalna n do
niej w punkcie Sj=U =n nu dzieli odcinek OS punktem V na po6t. Odcinek VU = VW jest
polowa dlugos$ci osi matej rozwazanej elipsy. Ze wzgledu na przejrzystos¢ rysunku nie zazna-
czono na nim wszystkich opisanych elementow.

c.dn.
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CONICS AS SETS OF CENTERS OF SPHERES PASSING THROUGH
TWO POINTS AND TANGENT TO THE STRAIGHT LINE, PLANE OR
SPHERE

The paper presents results of studies on sets of centers of spheres containing two dif-
ferent points or common point, and at the same time tangent to the straight line, plane or
sphere.

The studies proved that these sets are conics and in the case of spheres passing
through point and tangent to the plane or sphere — surfaces of revolution in the form of
sphere, ellipsoid, paraboloid and double-sheet hyperboloid. Well known definition of parab-
ola, as a set of equally — distant points from fixed point and straight line, has been extended to
the remaining nondegenerated conics via exchange straight line into circle. In this work was
given also original general definition of nondegenerated conics as a set of equally — distant
points from two fixed and coplanar reciprocally passing circles. Only one of these sets can be
the straight line. It has been proved that two of these circles define anti-inversion and it could
be realised on plane with orthogonal cones with common vertex and height. The results of
these studies were also two algorithms of universal kinematic conic constructions which let us
determine tangent line with its tangent point. Solutions of two exercises are given as ilustrat-
ing examples there.

Rec. drinz. Janina GLOMB
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