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ELEMENTARNE UZASADNIENIE JEDNOLITEJ KONSTRUKCJI
STYCZNYCH I PUNKTOW STYCZNOSCI KRZYWYCH STOPNIA
DRUGIEGO

Zauwazmy  nastgpujaca  wlasnos¢  pasma

parabol, ktorego baza sa dwie pary zjednoczonych
stycznych: styczna niewlasciwa s% wraz z punktem
stycznos$ci S /$rodek/ oraz dowolna styczna t wraz
z punktem styczno$ci T.
Z dobrze znanej konstrukcji stycznej f do paraboli
w punkcie F wynika, ze gdy punkt ten, nalezacy do
kolejnych parabol pasma porusza si¢ po S$rednicy
zajmujac kolejne potozenia F; - odpowiednie styczne
w tych punktach stanowia promienie pgku o srodku W,
lezacym na wspoélnej stycznej wierzchotkowej w. Punkt
W potowi odlegtos¢ punktu F; od osi.

Oznacza to prawdziwos$¢ nastgpujacego spo-
strzezenia, ktorego dowod sprowadzi¢ mozna do
wskazania przystawania trdjkatow zakre§lonych na
rysunku 1:

pasmo parabol o wspolnym srodku S” i wierzchothku W
posiada te wlasnosé, ze proste peku (M) o srodku M
roznym od  punktu W i lezqcym na stycznej
wierzchotkowej W stykajq sie z kolejnymi parabolami
pasma w punktach wspotliniowych; prosta przecho-
dzqca przez poszczegolne punkty stycznoSci — jest
srednicq parabol pasma ... /1/

Podobnie prosto mozna wyprowadzi¢ kolejne
spostrzezenie dotyczace pegku parabol o wspdlnym
srodku S® i wspdlnym wierzchotku W /rys.2/ :

pek parabol o wspolnym Srodku S% i wierzchotku W
posiada te wlasnos¢, ze w punktach szeregu, ktorego
podstawq jest dowolna, rozna od osi parabol oraz
nieidentyczna z stycznq W prosta M przechodzqca
przez wierzcholek - styczne do poszczegolnych parabol
peku sq do siebie rownolegte ... /2/
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Prawdziwos$¢ spostrzezenia /2/ wynika z podobienstwa trojkatow zakreslonych na rysunku 2.
Nie trudno przy tym zauwazy¢, ze obydwa spostrzezenia sa dwoiste.

Zaldézmy teraz, ze rozpatrywane pasmo /pgk/ parabol poddajemy przeksztalceniu
rzutowemu. Pekowi prostych (M) z rys.l1 odpowie pek (M ’), ktérego baza, powstala z
przeksztalcenia bazy pasma parabol zawiera¢ bedzie dwie pary zjednoczonych prostych
stycznych, tj. dwie proste styczne wraz z punktami stycznosci. W rozpatrywanym
przeksztatceniu nie ulegnie naruszeniu relacja przynalezno$ci 1 stycznosci, przy czym z
parabol powsta¢ moga zarowno elipsy jak 1 hiperbole. Wynika stad, ze zauwazone
spostrzezenia /1/ 1 /2/ wazne beda w ogdlniejszej redakcji obok parabol takze i dla
pozostatych rodzajéow stozkowych 1 zZe w rezultacie mozna sformutowaé nast¢pujace,
dwoiste, ogolniejsze twierdzenia:

“pasmo stozkowych, ktorego baza sktada sie z dwoch par zjednoczonych stycznych a=»b
i ¢=d ma te wltasnosé, ze proste peku (M), ktérego srodek lezy na jednej z tych stycznych
np. a=b stykajq sie z kolejnymi stozkowymi pasma w punktach wspotliniowych: prosta Q
zawierajqca te punkty przechodzi przez punkt wspolny pozostalych — stycznych c=d

oraz

“pek stozkowych, ktorego baza skiada sie z dwoch par zjednoczonych punktow A=B
i C=D ma te wlasnos¢, zZe styczne w punktach szeregu, ktorego podstawa zawiera jeden z
zjednoczonych punktow bazy np. A=B , przechodzq przez jeden punkt wspolny Q. punkt taki
lezy na prostej ustalonej przez pozostate dwa punkty bazy C=D .. /4/

Twierdzenia powyzsze sa szczegdlnym przypadkiem uogolnionego twierdzenia, bedacego
uogdlnieniem niektdrych wlasnos$ci ognisk stozkowych ujawnionych przez prof.S.Szerszenia
za pomoca perspektografu de la Fresnaye’a /1/, /2/.

Z twierdzen /3/ i /4/ wynika nastgpujacy sposob
a/ kreslenia styczne;j
b/ wyznaczania punktu stycznosci
krzywych  stopnia drugiego okreslonych alternatywnie przez pig¢ punktow lub pigé
stycznych przy zalozeniu jednoczenia si¢ dwodch par zadanych elementow.

Ad a/:
Niech dana bedzie stozkowa s° okre$lona przez styczne a=b i c=d oraz styczng e
/rys 3,4/. Skonstruowa¢ punkt stycznosci E prostej e.

Konstrukcja:

Uwzgledniajac twierdzenie /3/ wyznaczmy:

1/ punkt wspolny M stycznych e i a=Db,

2/ przynalezna do punktu M - styczna t do jednej z stozkowych pasma /a=b,c=d/; jezeli
przyja¢, ze t // AC /gdzie A=anb i C=cnd/ tatwo ustali¢ jej punkt
stycznosci T
jako wynik przecigcia prostych t oraz |, gdzie | jest $rednica sprzgzona z AC,

3/ prosta q taczaca punkty T oraz C.
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Rys. 3 Rys. 4

Prosta q /por.tw.3./ wyznacza na stycznej e szukany punkt stycznosci E.

Rysunek 3 ilustruje opisana konstrukcje w przypadku kiedy stozkowa 52 jest elipsa. Na
rys.4 przedstawiono t¢ sama konstrukcje¢ dla hiperboli okreslonej asymptotami o punktach
niewlasciwych A®i C® i styczna e.

Ad b/:
Niech dana bedzie stozkowa s* okreslona przez punkty A=B, C=D oraz punkt
E. Nalezy wyznaczy¢ styczna e do stozkowej w punkcie E /rys.5, 6/.

Konstrukcja:

Korzystajac z twierdzenia /4/ mozna zrealizowac nastgpujace , kolejne dzialania:

1/ poprowadzi¢ prosta m laczaca punkt E z punktem A =B,

2/ ustali¢ taki punkt prostej m z ktorego latwo jest poprowadzi¢ styczna do jednej z
stozkowych pgku /A=B, C=D/; w rozpatrywanym przyktadzie moze to by¢ punkt
wspolny T prostej] m z prosta | sprzezona z kierunkiem AC; styczna w punkcie T jest
réwnolegla do AC 1wyznacza na prostej C=D punkt Q.

3/ potaczy¢ punkt Q =z punktem E . Prosta QE jest szukana styczna stozkowe;j s? w
punkcie E.

Rys. 5 Rys. 6
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Podobnie jak w a/ rysunek 5 ilustruje przypadek, w ktérym stozkowa 52 jest elipsa, a
rysunek 6 przedstawia rozwiazanie dla stozkowej s° bedacej hiperbola. W rozwazaniach
pomini¢to  przypadek paraboli, gdyz w obydwu konstrukcjach odwotanie si¢ do
wspomnianej na wstgpie konstrukcji stycznych oferuje rozwiazanie najprostsze.
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AN ELEMENTARY PROOF OF AN UNIFORM CONSTRUCTION OF THE
CONICS TANGENTS AND POINTS OF TANGENCY

Using the classic construction of a parabola’s tangent some properties of a conics
streak and pencil are proved. These properties as a theorem in a more general case were
published in the paper [1].The possibility of utilizing the theorem to construct the tangents
and points of tangency to ellipse defined by the conjugated diameters and to hyperbola
defined by its asymptotes is shown.
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