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STYCZNYCH

W pracy [1] przy omawianiu tworzenia krzywej rzedu trzeciego poprzez rzutowos¢
peku stozkowych z liniowym pegkiem prostych (P) Autorzy dotykaja problemu degeneracji
tej krzywej przy szczegélnie przyjetym srodku P . Przedstawione przypadki rozpadu c® nie
sa jednak kompletne. Brak m.in. omowienia takich zatozen, w ktérych baza peku stozkowych
ustala prosta wspdlnie styczna lub okrag styczny, tj. kiedy dwa lub trzy podstawowe punkty
bazy ulegaja zjednoczeniu, np. A=B,C,D lubA=B=C,D.

W artykule [2] omdwiono przypadek, w ktérym baza pgku stozkowych zawiera jedna
lub dwie styczne. Celem pracy niniejszej jest poszerzenie dyskusji na przypadek peku stoz-
kowych o wspdlnie stycznym okrggu czyli o wspolnym okregu krzywizny .W szczegdlnosci
przyjmijmy nastgpujace zatozenie. Niech bazg peku krzywych stopnia drugiego tworza trzy
zjednoczone punkty A = B = C 1 r6ézny od nich punkt D. Przeprowadzmy analiz¢ krzywej
rzedu trzeciego utworzonej z punktow stycznosci do stozkowych peku - takich promieni peku
liniowego (P), ktorego §rodek P lezy na prostej wyznaczonej przez A = B = C tj. na wspolne;j
“troj punktowo” stycznej prostej a.

Na  wstgpie  przypomnijmy
twierdzenie o podstawowym dla dal-
szych rozwazan znaczeniu. Cytujemy je
z podrgcznika [3] nie zmieniajac archa-
icznego nieco jgzyka:

“Jesli przez kazdy z dwoéch wiadomych
punktow wspdlnych ( S 1 S;j) dwoch
danych, wspotptaszczyznowych  stoz-
kowych przeprowadzimy po promieniu i
potaczymy prosta drugie punkty przez
nie wyznaczone na kazdej z obu stoz-
kowych, to wszystkie tak wykre§lone
pary prostych spotykaja si¢ w punktach
jednej i tej samej prostej; prosta ta prze-
chodzi przez pozostate dwa punkty
wspolne obu stozkowych” ... /1/

Przyklad ilustrujacy powyzsza
relacj¢ przedstawia rys. 1.

Jednym z wnioskéw cytowane-
go twierdzenia przytoczonym réwniez z
[3] w doslownej wersji jest relacja:

“Jesli dowolne trzy wspolptaszezyznowe

stozkowe posiadaja wszystkie trzy dwa

rys. L. wspoélne punkty ( S i S;), to trzy pozostate
wspolne cigciwne przechodza przez

-34 -



jeden punkt” (rys.2) .. 12/

Zaréwno twierdzenie jak i wniosek
jest oczywiscie wazny takze w przypadku
kiedy punkty S i S; ulegaja zjednoczeniu
tj. kiedy istnieje wspdlna styczna i wspdlny
punkt stycznosci rozpatrywanych stozko-
wych. W rys.3 i nastgpnych takie wlasnie
zatozenie jest podstawa prowadzonych roz-
wazan.

Zauwazmy jeszcze, ze w przypadku
kiedy dwie sposrod trzech stozkowych , o
ktorych mowa w wniosku /2/ sa okrggami
jedna z “cigciwnych” jest prosta niewtasci-
wa jako przechodzaca przez urojone punkty
kotowe. Wynika stad natychmiast, ze pozo-
stale dwie sa do siebie rownolegte (rys.4).

Fakt ten wykorzystamy w konstrukcji okregu $cisle stycznego do stozkowej w dowolnym jej
punkcie.

Niech dana bedzie dowolna stozkowa «a (rys.5):
Aby wyznaczy¢ w wybranym punkcie S okrag $cisle styczny do stozkowej o mozemy kolej-
no:
1/. skonstruowac prosta S styczna do stozkowej a w punkcie S,
2/. obra¢ dowolny okrag B styczny do prostej S (a jednoczesnie i do stozkowej) w punkcie
S,
3/. wyznaczy¢ wspdlna, r6zng od s cigciwg okrggu f istozkowe] a - Kgp
4/. poprowadzi¢ przez punkt S prosta réwnolegla do Kgp ; tak skonstruowana prosta Ky
moze by¢ uwazana za cigciwg, ktora jest wspdlna stozkowe] a@ oraz pewnemu okrggowi ¥
stycznemu do @ w punkcie S. Poniewaz jeden z koncow naszej cigciwy jednoczy si¢ z punk-
tem S - wnosimy, ze okrag y istozkowa a posiadaja z soba jeden tylko rézny od S punkt
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DD1 M AOl = 100
DD2 M AOZ = Zw

e (E]_, E,, ) f |_(
A

rys. 6
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wspolny Q. Warunek taki jednak moze
by¢ spetniony jedynie woéwczas kiedy
okrag y jest S$cisle styczny, a to ozna-
cza, ze rozwigzaniem naszej konstrukcji
jest znalezienie okrggu y o $rodku leza-
cym na normalnej do stozkowej w punk-
cie S idwusiecznej odcinka QS.
Korzystajac z omowionych wy-
zej konstrukcji na rys.6 przedstawiono
pek stozkowych o bazie A=B=C, D
(piate punkty precyzujace kazda kolejna
stozkowa pgku obrano na prostej przy-
naleznej do A = B = C, mamy wigc
kolejne stozkowe en = (AB,C,D,E1),
ay = (A,B,C,D,Ez), o3 = (A,B,C,D,Eg),
przy czym e(E.,E2 E3 ...) € A

1,2,..) A A(AOy, AOy, ...) A t°(17,27, ..) A
D (DDy, DDy, ... ) A 8(Dy, D, ... )

5(D1, D, ) A e(El, E,, )

(DiE}=c%; B=(A) U(Es) U(V) = s(lyla..) A e (gl ... )



W zatozeniach przyj¢to jako dane: punkt A =B =C, styczna w tym punkcie - pro-
sta S, okrag styczno$ci y oraz punkt D. Rzutujac na okrag ¥ z$rodka A - punkt D oraz
punkty E; otrzymujemy z potaczenia tych rzutow prosta |. Proste DE; wycinaja na prostej |
szereg punktow: 1, 2, 3., ..., ktore wraz z punktem A = B = C ustalaja cigciwy wspolne
okrggowi krzywizny yoraz poszczegdlnym stozkowym peku (por konstr. na rys.1). Tak wige
punkty O; sa punktami przecigcia stozkowych peku z okrggiem stycznosci.
Rozwazmy pomocniczy okrag & styczny do stozkowych, a wigc 1 do prostej S w punkcie
A =B =C oraz przechodzacy przez punkt D. Wiadomo, ze kazda stozkowa peku bedzie mia-
fa rownolegle do siebie cigciwy wspdlne z okrggami  y 1 . Oznacza to, ze jezeli przez
punkt D poprowadzimy prosta réwnolegla np. do AO, to bedzie to cigciwa wspdlna okrggu &
z stozkowa ABCDE;, 1 co za tym idzie - Ze punkt przecigcia ta rownolegta okrggu Jjest kolej-

nym punktem D, tej stozkowe;j.
Zmierzamy do tego aby ustali¢ czy i jakie wlasnosci posiada szereg punktéow E; o podstawie
e € A=B =C. Gdyby w naszym przypadku zachodzila sytuacja analogiczna do tej jaka ob-
serwowaliSmy w pekach, ktorych bazy zawieraty jedna lub dwie pary zjednoczonych elemen-
tow, wowczas styczne do stozkowych peku (peku, ktorego baza zawiera trzy zjednoczone
elementy ) - poprowadzone w punktach E; przecinalyby si¢ w jednym punkcie. Intuicyjnie
wyczuwana taka sytuacja wymaga jednak $cistego dowodu. Szukajac go wprowadzmy jesz-
cze pomocniczy szereg punktow niewlasciwych 1%, 2%, 3% ... | w ktorych przecinaja sie od-
powiednio rownolegte proste DD; 1 AO4, nastgpnie DD, 1 AO; itp.
Otrzymujemy nastgpujace relacje:
e (ELEz..) A 1(12..) A A(AO, AOy, ...) ~ t°(1%2% ..) AD(DDy,DD,,...)
N O (D1,D2s i) et 13/
5( D4, Do, ) A e(El,E.z...) ................................................................................... /4/

Utwor powstaly z taczenia odpowiadajacych sobie elementéw w dwodch rzutowych szere-
gach: stopnia drugiego i1 pierwszego jest krzywa rzedu trzeciego. Tak wigc zbior prostych
DiE; winien powldczy¢ krzywa rzedu trzeciego. Zauwazmy jednak, ze w zbiorze tym istnieja
dwa peki prostych: jeden o wierzchotku A =B = C 1 drugi o wierzchotku E3z= Ds;. Wynika
stad, Zze nasza krzywa degeneruje si¢ do trzech pekow, czyli, ze wyznaczane przez punkty D 1
Ei proste przecinaja si¢ w jednym punkcie. W rys.6 srodkiem peku tych prostych jest punkt V.

Po ustaleniu powyzszych relacji wré¢my do zagadnienia stycznych do stozkowych
rozpatrywanego pgku w punktach E;. W tym celu na osobnym rysunku (7) rozwazmy kon-
strukcje wyznaczenia stycznej w punkcie E; do stozkowej okreslonej punktami A = B, D, Dy,
Ei, Fi1. Szukajac stycznej Ei, Fi postuzymy si¢ twierdzeniem Pascala, z ktorego wynika, ze
prosta Pascala wyznaczaja punkty 1 = AB nDiE1 1 11l = DD; » F1A Punkt przecigcia
prostej 11 1113 z prosta BD jest elementem szukanej stycznej E; F .

Wracajac do rysunku 6 stwierdzamy, ze:

S(|1|2,...) f V(ElDl,EzDz,...) f e(El,Ez,...) .......................... /5/
e(l“l,”lz, ) f D(DDl,DDz,) A e(El,Ez,...) .......................... 16/

skad wynika rzutowo$¢ szeregow:

s(lilp, )~ e(Hy g, ) 17/
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ABDD]_E]_F]_ -

E1F1 =7
AB N D1E1 = |1
BD n ElFl = ||1

DDl M FlA = |||1

rys. 7.

Poniewaz jednoczes$nie do zbioru prostych taczacych odpowiadajace sobie elementy obydwu
szeregdbw nalezy pek o srodku A = I, = 11, - proste tego zbioru tworza pek liniowy. Stwier-
dzamy zatem, ze proste Pascala wynikajace z rozwazan kolejnych stozkowych pgku o wspodl-
nym okrggu stycznoS$ci przecinaja si¢ w jednym punkcie. Jezeli uwzglednimy, Ze jedna z tych
prostych pokrywa si¢ z prosta BD jako znieksztatcona stozkowa peku, wnioskujemy na-
tychmiast, ze punkt taki lezy na BD. Poniewaz jednak, jak to wynika z rys.7 punkt przecigcia
prostych Pascala z prosta BD jest elementem stycznej do stozkowej w punkcie E - udowod-
niliSmy nastgpujace twierdzenie:

stozkowe peku, ktorego baza zawiera trzy zjednoczone punkty podstawowe A =B = C oraz
rozny od nich punkt D majq te wlasnosé, ze styczne do nich w kazdym punkcie szeregu, o
podstawie przechodzqcej przez A = B = C przecinajq sie w jednym punkcie W; punkt W
lezy na prostej AD.
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ANALYSIS OF A PROPERTY OF AN OSCULATORY CONICS PENCIL

The paper considers a pencil of conics, which basis is formed in such a way that three

fundamental points coincide. By means of projective connections the following theorem has
been proved:
“if the basis of a pencil of conics includes three coinciding, fundamental points, e. g., A=B=C,
and a different from them point D, then the range of points with a basis q passing through
A=B=C has such a property, that all the tangents to the pencil’s conics in points of ( pass
through a single point W ; the point W lies on the straight line AD”.
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