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O PEWNEJ KONSTRUKCJI UZUPELNIAJACEJ STOZKOWE
PASMA I PEKU

Rozwazmy baz¢ pasma stozkowych przyjeta na tyle szczegoélnie, ze co najmniej dwie
sposrod danych czterech stycznych sa zjednoczone, tj. @a =b, ¢, d (rys. 1). Przyjmijmy ponadto
dowolny pek prostych (M) o srodku lezacym na podwdjnie liczonej prostej tj. Me a . Spro-
bujmy ustali¢ miejsce geometryczne u punktow stycznosci do stozkowych pasma - poszcze-
golnych promieni peku (M) . Najprostszy sposob wyznaczenia zbioru g wydaje si¢ polegaé
na zastosowaniu twierdzenia Brianchona, ktore wobec szczegdlnie przyjetej bazy pasma i
srodka peku (M) oferuje pewne uproszczenia konstrukcyjne.

W szczegolnosci
(rys. 1) zauwazmy, ze
dla wyznaczenia pun-
ktow Branchona w
kolejnych  szesciobo-
kach utworzonych
przez baze¢ i promienie
peku stycznych korzy-
sta¢c  bedziemy ze
wspolnej jednej pary
punktow: z pary prze-
ciwlegltych wierzchol-
kow. I'=cnd i
II = fn a . Mozna stad
wnioskowaé¢ natych-
miast, ze  punkty
Brianchona jako leza-
ce na prostej I II - dla wszystkich stozkowych pasma okreslonych baza i kolejnymi promie-
niami (stycznymi peku (M)) bedg wspotliniowe. Z konstrukeji Brianchona wynika, ze punkty
stycznosci prostych peku (M) sa punktami przecigcia tych prostych z odpowiednimi promie-
niami s; rzutujacymi punkty Brianchona ze stalego punktu S =b e | czyli E= sinf;
(rys. 1). Zauwazmy jednak, ze:
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Rozpatrywany zbior punktow stycznosci E; jako zbior punktéw wspédlnych dwoch
rzutowych pekow (3) jest wige krzywa stopnia drugiego. Peki (M) i () posiadaja jednak
wspolny, zjednoczony promien MS =r, = f, . Oznacza to, ze s3 one nie tylko rzutowe ale i
perspektywiczne, a w rezultacie, ze punkty przeciecia odpowiadajacych sobie promieni tych
pekow leza na prostej. Pozwala to na sformufowanie nastgpujacej relacii:

»Pasmo stotkowych okreslone takimi czterema stycznymi bazy, z ktérych co najmniej jedna
para jest gjednoczona np. a = b, c, d posiada tg wlasnosé, ie pek prostych o wierzchothu M
letqcym na prostej a = b (réinym od punktu stycznosci : a = b) styka si¢ ze stotkowymi
pasma w punktach wspétliniowych; prosta lqczqca takie punkty stycznosci przechodzi przez
punkt przecigcia si¢ pozostalej pary prostych bazy: C=c N d.” uoeeeeeeeeveeeeeeererereennn (4)

Wiasnos¢ t¢ dla bardzo szczegdlnego pasma stozkowych, pasma o wspolnym wierzchotku i
ognisku ujawnit Prof. S. Szerszen za pomoca perspektografu de la Fresnaye’a i opublikowat w
pracy (1).

Sformutujmy jeszcze wersj¢ dwoista. Thumaczac dualnie oméwione konstrukcje otrzy-
mujemy nastgpujacg wlasnosc¢ peku stozkowych:

»Pek stotkowych okreslony takq czworkq punktow A, B, C, D, w ktdrej co najmniej jedna
para jest zjednoczona np. A = B posiada t¢ wlasnosé, e dowolna prosta przechodzqca
przez A = B (réina od stycznej w punkcie A = B ) jest podstawq takiego szeregu punktow,
w ktorych styczne do stozkowych peku tworzq pek prostych; Srodek tego peku lesy na prostej
wyznaczonej przez pozostalq parg punktow bazy: punkty CiD. ” ........ooueceveeveeeeereeenan. (5)

Jako przyktad wykorzystania wlasnosci 5 rozwiazemy nastepujace:

Zad. 1. Dany jest pek stozkowych okreslony punktami A, B, C, D oraz dowolna prosta e nie
przechodzaca przez zaden z punktow podstawowych. Zatozenia dobrane sg w ten
sposob, ze A =B i ze istnieje okrag w bedacy elementem rozwazanego peku. Nale-
zy wyznaczy¢ dwie stozkowe peku przechodzace stycznie do prostej e oraz odnosne
punkty stycznosci.

Rozwiazanie:

1) Skonstruujmy punkt wspolny
CD N e =R Punkt R zinter-
pretymy jako srodek peku
tych stycznych, ktére na pro-
stej przechodzacej przezA = B
wycinaja  szereg  punktéw
stycznosci (wh. 5).

2) Z punktu R poprowadzmy
styczne do okregu . Niech
beda to proste #;; styczne do
okregu w punktach T,

3) Wyznaczmy proste AT;i AT,.
Kazda z tych prostych jest
podstawg szeregu punktow
stycznos$ci  stycznych, ktore
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przecinaja si¢ w punkcie R (wt. 5),
4) Punkty wspolne AT, nei AT, N e sg punktami stycznosci prostej e do dwoch stozko-
wych peku okreslonego punktami podstawowymi A4, B, C, D .
Jest przy tym widoczne, ze w przypadku kiedy prosta e przecina odcinek CD nie istnieja roz-
wiazania rzeczywiste, gdyz z punktu wewnetrznego okregu nie sposéb skonstruowaé rzeczy-
wistych jego stycznych.

Przedstawione rozwigzanie w praktyce zawezone jest do bardzo szczegOlnych potozen
zwiazanych z postulatem istnienia okregu przynaleznego do czwérki punktow 4 =B, C, D.
Znacznie jednak szerszg grupg zadafh mozna rozwiazaé za pomoca wiasnosci (5) lub (4) w
przypadku gdy nie jedna lecz dwie pary elementdw bazy ulegaja zjednoczeniu, tj. w przypadku
pasma a@=bi ¢ =dlub w przypadku p¢ku A=Bi C=D
Rozwazmy dwa przyktady:

Zad. 2. Pasmo stozkowych dane Jest dwiema parami zjednoczonych stycznych a=b i ¢ =d
Niech przy tym a [/ ¢ . Wyznaczy¢ punkty, w ktorych z krzywymi pasma stykaja
si¢ promienie peku prostych (M) o srodku M dowolnie obranym na a=5 .

Rozwiazanie (rys. 3)

Zauwazmy, ze AC (gdzie A =
an bi C=cr d)jest srednicg
kazdej stozkowej pasma sprzezong z
kierunkiem a//c . Jezeli skonstru-
ujemy prosta ¢ // AC, t 5 M - moze-
my wskaza¢ jej punkt stycznosci do
jednej ze stozkowych pasma - jest nim
punkt T=tN1 gdzie I jest prostag
przechodzaca przez $rodek odcinka
AC réwnolegle do a = b
Laczac T z punktem C otrzymujemy

realizujaca wiasnos¢ (4) prosta q

Punkty przecigcia prosta CT

prostych peku (M) stanowia rozwia-
rys. 3 zanie zadania.

W przypadku ogélniejszych za-
lozen, tj. dla atf{c konstrukcja sie komplikuje bardzo nieznacznie. Wowczas bowiem pro-
sta AC jest nie $rednicy stozkowych pasma ale .Jedynie” ich biegunowa wzgledem  punktu
O=an c. Wystarczy wowczas poprowadzi¢ prosta Iiaczaca punkt O ze $rodkiem odcinka
AC by w dalszym ciagu powtdrzy¢ konstrukcje z poprzedniego zadania. Prosta m // AC oraz
I ustalaja punkt T, ktory zrzutowany z punktu C wyznacza prosta wycinajaca na peku (M)
punkty stycznosci kolejnych stozkowych pasma.

Konstrukcja zbudowana na rozwazanjach nie pasma lecz peku Jjest w tym przypadku
rownowazna cho¢ nieco inaczej interpretowana.

Zad. 3. Niech dany bedzie pek stozkowych o bazie zawierajacej cztery punkty z zalozeniem
A=B i C=D. Wyznaczy¢ proste styczne do stozkowych peku w dowolnie obra-
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nych punktach szeregu (m) ktorego podstawa przechodzi przez punkt podwojny bazy
np. A=B.

Rozwigzanie (rys. 4):

Prosta | 1aczaca punkt
AB n CD = 0 ze srodkiem odcin-
ka AC zawiera takie punkty stoz-
kowych peku, w ktorych styczne do
stozkowych maja kierunek AC.
Skoro wigc znajdziemy T =1 m
mozemy skonstruowa¢ w tym
punkcie prosta f nalezaca do peku
stycznych (wlasno$¢ 9). Srodek
peku jest punktem Q =1t¢ n CD.
Dla poszczeg6lnych punktow sze-
regu (m) styczne sg promieniami
peku o srodku Q.

Warto jeszcze  zwrdcic
uwage na fakt, ze pomimo prosto-
ty konstrukcji jaka w tych szczegol-

rys. 4 nych warunkach oferuje zwyczajne

zastosowanie twierdzenia Briancho-

na - przedstawione propozycje wykorzystania wlasnosci (4) pozwalaja na jeszcze dalej idace

uproszczenia graficzne. Dla roznych n prostych, jak pokazano na rys. 51 6 istnieje mozliwos¢

»,zaoszczedzenia” n - 2 linii konstrukcyjnych. Jezeli proste te tworza pek o srodku lezacym na

a=>blub ¢ =d oszczgdno$¢ ta wzrasta do wartosci 3(n - 1). Prostota konstrukcji pozwala na
pominigcie szczegdtowych objasnien odnosnego materiatu ilustracyjnego (rys. 51 6).
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A COMPLEMENTARY CONSTRUCTION OF PENCILS AND STREAKS
OF CONICS

A special case of pencils and streaks of conics is considered. In this case, if the centre
of pencil of lines (or the base of points range) belongs to the double basis element, the points
of tangency of particular rays of the pencil (or the tangents passing through particular points of
range) lie on one straight line (passing through one point).

In the paper the examples of using the above mentioned properties to complement the
conics of a pencil, or of a streak, are presented.
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