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ELEMENTARNA INTERPRETACJA PUNKTOW KOLOWYCH

Problem istnienia punktow kotowych pojawia si¢ w najkrocej chocby zarysowanym
kursie geometrii wykreslnej realizowanym w wyzszej szkole technicznej. Wiaze sie bowiem
z pytaniem, na ktére wyktadowcy wypada odpowiedzie¢ dlaczego skoro do okreSlenia
dowolnej stozkowej potrzebne jest pig¢ punktéw (z ktorych zadne trzy nie sa wspotliniowe) -
do skonstruowania okregu wystarcza trzy tylko punkty.

Odpowiedzi na to pytanie tatwo jest udzieli¢ odwolujac si¢ do zagadnien geometrii
rzutowe], w szczegélnosci do teorii biegunowosci (inwolucja bezwzgledna!). Wiadomo
jednak, ze geometria rzutowa nie jest wykladana w szkole $redniej (a nawet na ogdt
w szkofach wyzszych) 1 nie sposéb oczekiwa¢ by przywotywanie jej na pomoc byto
elementem wyjasniajacym i satysfakcjonujacym stuchaczy - studentéw I roku.

Mozna co prawda rozumowac i tak, ze skoro kazdy okrag lezacy na okreslone;
ptaszczyznie da si¢ skonstruowac znajac trzy jego punkty to z tego wynika, ze "gdzie$ tam"
musza istnie¢ dwa jeszcze punkty wspdlne wszystkim okregom danej ptaszczyzny - nie jest
jednak widoczne, ze muszg to by¢ rozne, nie zjednoczone punkty, a przede wszystkim - ze sa
to punkty prostej niewtasciwe;.

W przytoczonym nizej rozumowaniu Student, do ktorego adresowane sg wyjasnienia
winien jedynie zna¢ algorytm konstrukcji
punktow przebicia prosta dowolnego
utworu geometrycznego oraz elementarne
wlasciwosci  powierzchni  stozkowych,
w szczegOlnosci fakt, ze przekroje takich
powierzchni plaszczyznami rownolegtymi
sa stozkowymi podobnymi 1 podobnie
potozonymi.'

Niech np. dane beda (rys. 1) trzy
okregi @, , o, , p,’ lezace w plaszczyznie
rysunku. Zinterpretujemy dwa z nich np.
o,, @, jako rzut prostokatny (a rownie
dobrze moze to by¢ rzut tylko rownolegly
badz $srodkowy) na ptaszczyzne rysunku z
okregobw nalezacych do powierzchni
stozkowej £2° = (0, w,). Niech przy tym

w, bedzie kierujaca powierzchni (¥ za$
okrag w,- rzutem jej przekroju ptaszczyzna
rys.1 all = Czescia wspolng plaszczyzn a1 «

! To ostatnie daje sig zreszta tatwo wyprowadzi¢ z wiasciwosci rzutu Srodkowego, w

ktorym rolg srodka petni wierzchotek powierzchni.
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jest oczywiscie prosta niewlaciwa plaszczyzny rysunku £”. Postawmy problem punktow
przebicia powierzchni 2 przez prosta f”. Realizujac algorytm konstrukcji takich punktow
rozwazmy ptaszczyzne « przechodzaca przez prosta £°. Zgodnie z zatozeniem ptaszczyzna a
przecina powierzchnie ¥ w okregu @, , a zatem punkty wspolne: @, N * sa punktami
przebicia prosta £° powierzchni stozkowej £F . Jest przy tym oczywiste, ze te same punkty
uzyskamy wprowadzajac inne plaszczyzny zawierajace prosta ” tj rownolegte do 7
przecinajace powierzchni¢ £ w kolejnych okregach , ktorych srodki leza na prostej [/, a
rzuty sa styczne do tworzacych zarysu o';, . Tak wigc zbidr okregbw {w; } wraz z o,
przecina prosta t* w tych samych dwoch punktach 1%, 2. Wezmy z kolei nie nalezacy do
zbioru {w, } okrag o, irozwazmy powierzchni¢ stozkowa o kierujacej @,= o, 1 przekroju
kotowym, ktérego rzutem jest o, . Powtorzenie konstrukcji punktow przebicia, tym razem
powierzchni stozkowej X° = (8, o, ) przez prosta (* ujawnia, ze zbidr okregow {o; ' }
odpowiednio stycznych do tworzacych s’,, , przecina prosta niewlasciwa rowniez w dwoch
punktach o, Nt *. Poniewaz jednak prosta ¢ “ nie moze przecina¢ okregu ;= o, w czterech
a jedynie w dwoch punktach wynika stad natychmiast , ze punkty ¢ M o, sa identyczne z
17, 2®. Przedstawione dzialania obejmowac¢ moga kazdy dowolnie przyjety na plaszczyznie
rysunku 7z okrag. Mozna zatem stwierdzi¢, Ze istotnie wszystkie okregi tej plaszczyzny
przechodzg przez state dwa punkty niewlasciwe zwane w literaturze punktami kotfowymu [1].
lub cyklicznymi [2].

Zwroémy jeszcze
uwage na to, ze ana-
logiczne rozumowa-
nie odnie$¢ mozna
do zbioru wspoipta-
szczyznowych stoz-
kowych podobnych
1 podobnie  potozo-
nych (rys. 2) Otrzy-
mujemy stad natych-
miast, ze wszystkie
takie stozkowe prze-
chodza przez dwa
stale punkty urojone
proste] niewtasciwej,
oczywiscie rozne od
punktow kotowych.
Wynika stad rowniez, ze do okreslenia stozkowej podobnej do zadanej 1 podobnie potozonej
wystarczy znajomos$¢ jedynie trzech jej punktow.
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AN ELEMENTARY INTERPRETATION OF CIRCULAR POINTS

A way of explaining the so-called circular points is presented. In the paper the circular
points are interpreted as traces of the line at infinity intersecting the defined conic surfaces.
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