
Marian PALEJ
ośrodek Geometrii i Grafiki Inzynierskiej
Politechnikl Sląskiej w Gliwrcach

ELEMEI\TARNA INTERPRETACJA PUNKTOW KoŁowYCH
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Problem istnienia punktow kołowych pojawia się w najkrocej chocby zarysowanym
kursie geometrii wykreślnej realizowanym w wyŻszej szkole technicznej. Wipe się bowiem
z pytaniem, na ktore wyktadowcy wypada odpowie dziec dlaczego skoro do określenia
dowolnej stozkowej potrzebne jest pięć punklow (z ktorych zadne trzy nte są wspołliniowe) .
do skonstruowania okręgu wystarczątrzy tylko punkty

odpowiedzi na to pytanie łatwo jest udzielic odwołując się do zagadnten geometni
rzutowej, W szczego|noŚci do teorii biegunowości (inwolucja benłzg|ędna!). Wiadomo
jednak, ie geometria rzutowa nie jest wykładana w szkole średniej (a nawet na ogoł
w szkołach wyitszych) i nie sposÓb oczekiwać by przywoływanie jej na pomoc było
elementem wy1aśniającym i saĘsfakcjonującym sfuchaczy - sfudentow I roku.

Mozna co prawda rozumować i tak, ze skoro kuŻdy okrąg |ezący na określonej
pł'aszczyźnte da się skonstruować znając trzy 1ego punkty to z tego wynika, że ,,gdzieś tam''
muszą istniec dwa jeszcze punlcry wspolne wszystkim okręgom danej płaszczyzny . nie jest
jednak widoczne, Że musząto być roine, nie zjednoczone punkty, aprzede wszystkim. ze są
to punĘ prostej niewłaściwe1

W p.'ytoczonym niŻej rozumowaniu

6;

rys.1

Niech np. dane będą (rys |) trzy
okręgi o)1 , o)2, , P,, lezące w płaszczyźnte
rysunku. Zinterpretujemy dwa z nich np.
@,,, @,, jako rzut prostokątny (a rownie
dobrze moŻe to być rzut Ęlko rownolegty
bądź środkowy) na pł'aszczyznę rysunku z
okręgow nalezących do powierzchni
stozkowej {)' : (O, at). Niech przy tym

o)l będzie krerującą powierzchni śł,zaś
okrąg o),,- raJtem jej przekroju płaszczyzną
a l l 

". 
Częścią wspolną płaszczyzn a | 7t

' To ostatnie daje się zresztąłatrło wyprowadzić z właściwości rzufu środkowego, w
ktorym ro1ę Środka pełni wierzchołek powierzchni.

Student, do ktorego adresowane są wy1aśnienia
winien jedynie znac algorytm konstrukcji
punktow przebicia prostą dowolnego
utworu geometrycznego otaz elementarne
właściwości powierzchni stozkowych,
w szczegolności fakt, że przekroje takich
powierzchni płaszczyznaml rownoległJmi
są stozkowymi podobnymi i podobnie
połozonymi'l
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jest oczywrście prosta niewłaściwa płaszczyzny rysunku t-. Postawmy problem punktow

przebicia powierzchni śt przez prostą /-. Realizując algorytm konstrukcji takrch punktow

rozważmY płaszcTyznę a przechodzącą przez prostą f Zgodnie z zał'oientem płaszczyzna q,

przecina powierzchnię tt w okręgu o)1 , a zatem punlĆy wspolne. o),, r) t- są punktami

przebicia prostą /- powierzchni stozkowej śł . Jest przy tym oczywiste, ze te same punkt.v

uzyskamy wprowa dzając inne pł'aszczyzny zawierające prostą t- tj rownoległe do 7r

przecina1ące powierzchnię śł w kolejnych okręgach , klÓrych środkr |eŻąna prostej l , a

raJty są styczne do tworzących zarysu o,,', .Tak więc zbior okręgow {al,,} wTM Z al
przecina prostą t- w tych samych dwoch punktach 7-, 2- . Weźmy z kolei nie nalezący do

zbioru {al, } okrąg o,, |ronxtuŻmy powierzchnię stozkową o kierującej @t: ol i przekroju
kołowym, ktorego rzutem jest o,' . PowtÓrzenie konstrukcji punktÓw przebicia, tym razem
powierzchni stozkowej 8 : (S, O, ) przez prostą f ujawnia, Że zbtor okręgow {o, 

, 
}

odpowrednio sĘcznych do tworzących S, , , , przecina prostą niewłaściwą rownieŻ w dwoch
punktach o, Ą / -. Ponieważjednak prosta t- nie moze przecinac okręgu @t: ot w czterech
a jedynie w dwoch punktach wynika stąd natychmiast , ze punĘ t - r) o, są idenĘczne z
7-, 2-.Przedstawlone działania obejmować mogą kuŻdy dowolnie przyjęty na pł'aszczyźnte

rysunku lt o|<rry. Mozna zatem stwierdzić, Że istotnie wszystkie okręgi tej p,tuzcryzny
przechodząprzez stałe dwa punkty niewłaściwe zwane w literafurze punktami kołowymi [1]
lub cyklicznymi [2].

Zwrocmy Jeszcze
uwagę na to, Że ana-
logiczne rozumowa-
nie odnieśc mozna
do zbioru wspołpła.
szczyznowych stoz-
kowych podobnych
i podobnie połozo.
nych (rys 2) Otrry-
mujemy stąd naĘch-
miast, Że wszystkie
takie stozkow e prze-
chodzą przez dwa
state punldy urojone
prostej niewłaściwej,
oczywiście rozne od
punktow kołowych.
i podobnie połozonej

[] A Plamitzer: "Elementy geometrii rzutowej", Lwow, 1927
[2] M. Stark : ''Geometria analityczna'', Monografie matemaĘczne tom )o(VI, Polskie

Towarzystwo MatemaĘczne, Warszawa-Wrocław, l 95 1

ANI ELEMENTARY INTERPRETATION OF CIRCULAR POINTS

A way of explaining the so-called circular points is presented. In the paper the circular
points are interpreted as traces of the line at infinity intersecting the defined conic surfaces.

rys.2

Wynika stąd rÓwntei, ze do określenia stozkowej podobnej do zadanej
wystarczy znajomośÓ jedynie trzech jej punktow.
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