
Jarosław Z MIRSKI
Politechnika Świętokrzyska

GEOMETRIA STRUKTURY DWLWARSTWOWEJ g SIATKACH
POWSTAŁYCH Z PoDZ|AŁU DWUDZIESTOSCIANU

1. Wprowadzenie

Przestrzenne siatkl geometryczne mogą pochodzic między innymi z wielościanow,
ktorych wierzchołki |eŻą na sferach. Kolejne zagęszczen|a siatek płaskich wielokątow
metodami podziałowymi [1], [2], [3] dająw wyniku welościany o duze1 liczbie ścian.

Dzieląc kazdy bok trojkąta rÓwnobocznego Ściany dwudziestościanu na2,3,4,..., n
części i prowadząc kolejne rodziny linii rÓwnoległych podziafu do bokow trojkąta
wyjściowego jak na rys. La, otrzymamy kolejno: 80-, 180-, 320., 500-, 7f}-ścian i.t.d. A gdy
poprowadzimy kolejne linie rÓwnoległe podziału do trzech wysokości jak na ryS. lb,
otrzymamy kolejno: 60., f40-,540-, 960-, 1500-ścian i.t.d..
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Pojęcie melościanu i siatki sferycznej wprowadzono zamiennie, zę względu na
tozsamośc połozenia wierzchołkow wielościanu i węzłow siatki na powierzchni sfery. Prosto-
liniowe boki siatki, a więc krawędzie wielościanu, ffitorząłamaną linię cięciw, ktora zastępuje
duze kota sfery. Z tych siatek mozna konstruować budowle przestrzenne' określone
przestrzennie siatki geometryQzne są układami dyskretnymi i mogą byc realizowane w
praĘce jako prętowe, tarczownicowo-prętowe, inne.
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2. Siatki jednowarstwowe

Podział kazdej krawędzi
dwudziestościanu na dwie rÓwne
części wznacza 30 wierzchoł-
kow 32-ścianu połforemnego
[4), zawrcrającego 20 trojką-
tnych ścian rownobo cznych t 12
pięciokątnych ścian foremnych
oraz 60 jednakowych krawędzi.

Jezeli teraz na sferę o pro-
mieniu Ę opisaną na wierzchoł-
kach dwudziestościanu rzucimy
środki krawędzi tego wielościa.
DU, to otrrymamy wierzchołki
8O-ścianu połforemnego.

Na rys.Z pokazano sche-

mat ideowy siatkr 80-ścianu poł-
foremnego, na ktory składa się
12 wierzchołkow dwudziesto-
ścianu i 30 wierzchołkow wv-

rys. 3
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mienionego 32-ścianu połforemnego. Węzty o numerach | + |f Są wierzchołkamt

dwudziestoŚcianu a węzty o numerach 13 + 42 są wierzchołkami 32-ścianu. Pełna siatka,

utworzona ztego wielościanu ma 42 węz.Ę i L20 prętow.
Na rys. 3 pokazano schemat ideowy pełnej siatkr f40 - ścianu, na klory składają się

wierzchołki dwudziestościanu od 43 do 54 i wymienionego 32-ścianu połforemnego od 55 do

84 orazwierzchołki dwunastoŚcianu od 85 do 1o4 i wierzchołki nowe od l05 do 164. Te

nowe wierzchołkr lezą na krawędziach siatkr sferycznej 60-ścianu, między wierzchołkami

dwunastościanu i dwudziestościanu, w połowie krawędzi 60-ścianu. Pełna siatka utworzona z

f4}-ścianu ma |22 węĄ i 360 prętow.

3. Siatka dwuwarstwowa

Siatkę dwuwarstwową otrzyma się łącząc odpowiednio wierzchołki dwoch wieloŚcia.

now, ktorych wierzchołki \ezą na dwoch wspołśrodkowych sferach o promieniach R, , Ł .

Na rys. 4 pokazano schemat ideowy struktury dwuwarstwowej, w ktorej warstwa I,

np. zewnętrzna, o węzłach lezących na sferze o promieniu R,, odzwierciedla siatkę 240.ścia-

nu połforemnego, zaś warstwa II, o węzłach lezących na sferze o promieniu Ę , odzwiercie.

dla siatkę 80.ścianu połforemnego.

I worstwo ,
i l worstwo

rys. 4
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Przez odpowiednie połączenie wymienionych jednowarstwowych siatek, otrzymano
pełną dwuwarstwową konstrukcję prętową o 164 węzłach i 720 prętach ( w tym 240 prętow
tączący ch obie warstwy).

Na rys. 5 pokazano schemat siatki prętow ł'ączących warstwę zewnętrznąz warstwą
wewnętrzną.
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4. Związki miarowe

opisano wszystkie węzŁy jednowarstwowej konstrukcji prętowej powstałej z e-
ementÓw 80-ścianu, wspołśrodkową sferą o promieniu R:l,0. Przyjęto taąe wspoł-
środkowo początek prawoskrętnego układu prostokątnego o osi e skierowanej pionowo do
gory Dla poszczego|nych węzłow obliczono wspołrzędne sferyczne kątowe: / od osi x w
kierunku osi y I U od osi z w kierunku płaszczyzny xy; wartości tych kątow q{ściowych
podano w tabeli l. Wspołrzędne te zamieniono numerycznle na wspÓłrzędne euklideso.. [51,
[6] wedfug wzorow:

x : .R  ' cos  Q  . s i n  u
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y-R ' s inQ ' s inu  (1)
z= R  ' cos  u

Następnie obliczono dfugości prętow jako odległości punktÓw przestrzeni
euklidesowej, tzn. jeśli k: {w,,,i} oraz wspołrzędne wierzchołkow S4wi (x,,y,, Zi) otaz
w1 ( x.1, !i, z, ) tojego dfugośc wyruŻa się wzorem:

l(k): ę)

obliczone numerycznle dfugoŚci prętow sąw dwoch grupach:
00.618113399 .R i 00.54653306 .R, odroznione od siebie na ryS. 2 zmtaną grubości.
Podobnie, wszystkie węzły jednowarstwowej konstrukcji prętowej powstałej z 240-ścianu
opisano wspołśrodkową sferą o promieniu R : 1'0 i takŻe wspołśrodkowo przyęto początek
układu prostokątnego.

Poniewaz wszystkie wspołrzędne sferyczne kątowe wierzchołkow 80-Ścianu zawierają
się w 240-ścianu, więc Wznaczono nieznane wspołrzędne sfery czne wierzchołkow nowych,
zl<torych wy.;ściowe podano w tabeli l. obliczone dfugości prętow są w czterech grupach
dfugości:  O 0,62843 .R,  @ 0'356822 .R,  o 0,333333 .R,  o 0,286505 .R.

Numer
węzto

Wspotrządne
sf eryczne ko,towe

Yr ł

1 lr3 0' 0'
13 55 36' 31' lr3'02,909"
18 60 0' 58' '16', 57,091"
2 lrl 36' 63'26',05,815"
TJ 65 18' 90'

105 0' 16'28', 19,92"
85 0' 37'22'.38,525"
110 T3' 33',13,07',50'39'. 04,90"
pa 19' trs',55,87"69'28 58,30"
90 0' 79' l1', 15,659"
130 36' 79'V 25,755"

tabela I

Aby otrzymac wymiarowe dfugości prętÓw, dla wyzej wymienionych grup, na|eĘ
podane wartości pomnozyc przezrzeczywistą wartośc odpowiedniego promienia.

Przy wspołśrodkowym ustawieniu dwu jednowarstwowych konstrukcji jak na rys. 4 i
potączeniu ich jak na rys. 5 otrzymano konstrukcję dwuwarstwową. Wyznaczone
numerycznie dfugości prętow ł,ączących są w trzech grupach dfugości i dla Rl _ Ł: l.0
wynoszą:
@ 0,362943.R ,  @ 0,356922.R, O 0,296505 .R.
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Zmtana wzajemnej relacji promieni dwu sfer opisujących węzły struktury
dwuwarstwowej pozwala na zmianę odległości między warstwami' Drogą obliczen
numerycznych przeprowadzono ana|tzę dfugości poszcze1olnych prętow, w za|eŻności od
stosunku R, do R. Przy R, : Ę: l.0 otrzymuje się najmniejsząIiczbę grup prętow roznej
dfugości. Wyniki tej anali4, w postaci bezwymiarowych wspołczynnikow M, pokazano na
rvs. 6.
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dto R1= R2ąo= const '

3s6822. q3p?9{.3 _Q9,
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6. Zakoftczenie

Z konstrukcji jedno- i dwuwarstwowych mozn a twornJc kopuĘ wybierając wedfug
uznania odpowiednie węzły na podparcia. Dwuwarstwowe kopuĘ prętowe mogą bvć
stosowane dla większych rozpiętości niz jednowarstwowe, ze względu na więks ząstatecznośc.

Przedstawiona w pracy topologia i geometria kratownic dwukr zyw1znowych stanowi
dla projektanta podstawę analtzy i wyboru z danej rodziny na konstrukcję. Zatowno pręty tych
kratownic jak i węzĘ lezące na sferach, odzwierciedlające elementy wielościanow po*'iuty.t'
z kolejnych przekształcen, zapewniają pewną regularność, ktora jest przydatna w obliczeniach
numerycznych.

Wyniki za:warte w tej pracy mają być wykorzystane do dalszych prac badawczych
geometryczno - statyczno - wytrrymałościovlych |7] i do projektowania konstrukcji
rzecryrwistych.
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GEOMETRY OF THE TWO-LAYER STRUCTURE OF LATTICES
CREATED BY DIVISION OF ICOSAHEDRON

By dividing each side of the equilateral triangle being a face of a regular 20-hedron
tnto f parts and clipping parting lines as in fig. l, wo get semi-regular 80-and Zł}-hedrons.
Vertices of the two polyhedrons lie on the concentric sphere. Rectilinear sides of the lattice,
i.e. the polyhedron's sides, form the broken line of chords replacing the sphere's circles. The
given geometrical parameters and the topology of each polyhedron's lattice (see frg. 2 and 3)
can be used in designing one-layer bar space structures, e.g. cupolas. Two such lattices (as
shown in fig. 4) may be connected in a way presented in fig. 5 to form a two-layer space
strucfure.
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