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o PEIVNYM UZUPEŁNIE|{IU KONSTRUKCJI PAPIERK0WEJ ELIPSY

Konstrukcja papierkowa elipsy jest jednym z najczęściej uzywanych sposobow kreślenia
teJ krzywej. obok danych w załoŻeniu średnic sprzęzonych wymaga bowiem jednej tylko
dodatkowej prosteJ i nie pozostawia zbędnych dla wyniku elementow pomocniczych.Jest
przl1t.aczana nieomal we wszystkich kra.1olvych i obcojęzycznych podręcznikach. Dziwi 1ednak
fakt, ze |ak dotąd, nie została ona wykorzystana w pełni't.j. ze nie zwrocono uwagi na
mozliwośc łatwego,po.;awia;ącego się niejako na marginesie tej konstrukcji dodatkowego
uzupetnienia informacji o kreślonej elipsie - informacji ustalającej kierunki jej osi.Niniejvy
prryCzynek 1est probą usunięcia tej luki.. 

Niech dana będzie para Średnic Sprzęzonych elips y Ap
i CD /rys. 1/.1.{a prostej przechodzącej przez koniec jednej z
tych średnic np. A prostopadle do pozostałej średniey /CDl
odmierzmy po je$ej '_!*g'9-stronie punktu A potowę
średnicy CD t.l . iA : n : Co'Za,*aŻmy,ie proste OI i
02 to t.zw ' ,,proste kierownicze,, 17l, po kttlrych śIizga.1ą się
odpowiednie punkty '.,inStrumentu'' kreślącego krzywą

C r,vedług ,'konsirukcji na Sumę'' lub ,,na roznicę; odcinkow
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okazuje się,ze
się z osiami elipsy
konstruując metodą
natychmiast kierunki
utworzonych przez

Dowod stuszności opisanej konstrukcji mieści się w dowodach uzasadniających
pełniejsze rozwaiania doryczące jednocześnie clługości osi. Tak np w podręczniku l2l Autar
wyprowadza go z relacji geometrycznych odwołujących się do wspołśrodkowych okręgow
opisanych na osiach elipsy, natomiast w pracy l3lpod,stawą dowodu Są za|eŻności wynik aj-ące,z
interpretacji elipsy jako rzufu rownoległego okręgu'

Wydaje się nie od rzecry
wspomniec w tym miejscu o mozliwości
wykorzystania w dowodzie niektorych
kra;owych wynikow doĘczących
przekształcen krzyvrych stopnia
drugiego.W szczegolności, w pracach
l4l, l5l wykazano, Że dla dowolnej
stozkowej o o średnicach sprzęzonych
AB i CD lrys.2l istnieje taki zbior
punktow S, z ktory ch rzuty tej stozkowaj
na płaszczyznę tęCD fworzą pęk
okręgow /punkty C i D są punktami
podstawowymi tego pęku/ Zbi6r
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B symetralne kątow ] 02 i 20I pokqywają
o średnicach AB i CD . Tak więc
papierkową elipsę otrzymac mozna

osi tej krzywej jako dwusieczne kątow
dwie proste kierownicze konstrukcji

Rys. I

papierkowej.
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Rys. 2
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punktow 5 jest stozkową o , ktorej jedną z średnic jest lR . Jest oczywist e, zejezeli @ jest
elipsą to do zbioru s' nalezą takze dwa punkty niewłaściwe Lr' i ,* . istnieją bowiem rzuty
rownoległe przeprowadzające elipsę O na okrąg PQku /okrąg o średnicach CD i MN l
Stozkowa o jest więc hiperbolą . ZauwaŻmy, Że punkty Lr'. , I,^, to kierunki prostych

łączących konce średnicy AB stozkowej a z koilcami M^i
srednicy okręgu sprzęzonej z CD Kierunki te ustalają
kierunki asymptot hiperboli o. zinterpretujmy powyzsze
ustalenia na płaskim rysunku /rys.3/ rozumiejąc, ze obydwie
stozkowe O i o zostały zrzutowane na płaszczyznę
rysunku.W rysi:nku takim srednice A,B, i C,D ' Są
średnicami sprzęzonymi elipsy - a), a kierunki B,M,, B,N,
kierunkami asymptot hiperboli - 6

\ W pracach l5l, 16l udowodniono, Że stoŻkowe cr.l i o

Rys. 3

zaczepronych w punkcie B' o
nalezało udowodnic.

Dodajmy Jeszcze, ie w okreŚlonych syuacjach moze nie byc bez znaczenla, iz
prezentowana metoda pozwala na znalezięnie osi elipsy bez uŻycia cyrkla /w połowieniu kąta
mozna posłuzyc się prostymi rownoodległymr od jego ramion/, co w innych znanych
konstrukcjach /powinowactwo,metoda Ntzal nie iest mozliwe.
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A SUPPLEMENT OF T}IE SO CALLED 'PAPER CONSTRUCTION OF ELLIPSE'

Well known paper construction of ellipsse is completed. The author shows how to find
the direction of the axes of ellipses if a pail of conjugated diameters of this curve is given.
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Są wspołosiowe.Wnosimy więc, ze kierunki osi elipsy jako
identyczne z kierunkami osi hiperboli są ustalone przez
dwusieczne kątow utworzonych przez kierunki asymptot, tJ.
proste IJ,lvt, i B,N,.Ieże|i potraktujemy rysunek l jako taki,
ktoryjowstaje Z przesunięcia w ryS,3 układu prostych

wektor B,O', otrzymamy opisaną na wstępie konstruk.ję, ktorą


