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ZMODYFIKOWAI\E TWI ERDZEI\IE NIORLEY'A

P ami ęci Profesrlra Edyuarda oTTo ( ] 3.XI' l 9 08- I 0. v,. 1 986) poslvi ęcam

W podręczniku HSM. Coxetera: Introductiołt to Geometry tll znajduje się
następujące twierdzenie Morley'a: Trzy punkty przecięcia sąsiednich trÓjsiecznych kątÓw
dowol nego trÓj kuta są wierzchołkarui trÓjkąta r w nobocznego.

okazuje się, ze podobną własnośc mają sąsiednie trojsieczne kątow zervnetrunvJh
dowolnego trojkąta. Prawdziwe jest bowiem TWIERDZENIE:

Toy punkty przecięcia sąsiednich trÓjsiecznych kątÓw zewnętrunych dowolnego
trÓj kąta są wierzchołkami trÓj kąta rÓwnobocznego.

Dla dowodu tego zmodyfikowanego twierdzen|a Morley'a uporządkujmi' na.;pierw
fwierdzenia pomocnicze i poszerzmy określenie środką oh.ęgtt sĘ,cznego do tr:ech prosQch
podane  w [1 ]  L5  1 .

Twierdzenia pomocn rcze'.

l . Jeśli trzy proste a, b, c tworzą trojkąt ABC, to istnieją dokładnie cztery punkty
rownoodległe od tych prostych: I, Io, It, I" , czy|i środki okręgow sĘcznych do tych prostych,
tworząc e cz||,orokąt oĄczny.

2. TrojkątABC 1est trojkątem pr:ekątnym poryŻszego czworokąta oĘcznego I I, It Io

Pier-wszezdaniewynikaz [1] $1 5 i  zdantal .72(por. ćwiczenie4 po $l 7)
Drugie zdanie wynika wprost z definicj t punktu przekątniowego podanej w $ 1 7 [l ]

3. Każ,dy z sześciu bokow czworokąta ortycznego I Io It I" jest dwusieczną kąta
wewnętrznego lub zewnętrznego trojkąta ABC.

Połozenie środka okręgu stycznego do trzech prostych na dwusiecznej kąta
wewnętrznego trojkąta ABC utworzonego przez te trzy proste charakteryzuje kąt, pod ktorym
,,widać'' ten bok trojkąta, ktory ta dwusiecznaprzecina nie w wierzchołku.

I tak z l.5l Il] wynika nastgpujące określenie środka 1okręgu wpisanego w trojkąt
ABC:

Punkt 1 jest takim punktem dwusiecznej kąta A w trojkacie ABC, Że
IBIC: 900 + ll2 A.

Pokazemy, Że środek /' okręgu wpisanego w zewnętrze trojkata ABC jest takim punktem
dwusiecznej kata A w trojkącie ABC, Że

IBI,C: goo - I l2 A. (*)
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Rys. la. Srodek okręgu rvpisanego w zewnętrze

trojkąta ABC |eĘ na dwusieczlej kąta
.,4 w takiej odleglości, ze

ZBI,C: 9OO . TDA (*)

Rys.lb. Srodki okręgolv styczrych do prostych
a, b, c, z ktorych bl l ,, |eĄna prostej
rownood|egtej od prostych Ó, c rv takiej
odleglości, Że ZBIC: ZBI,C:900 (**)

Dowod: W dowolnym trojkącie ABC (Rys. la) kąt zewnętrzny przy wierzchołku B wynosi
A+C, przy wierzchołku C; A+B. Zsumujmy kąty w trojkącie BCI, :

IBI,C + Llz(A+ C) + Ll2 (A1- B) = I 800
Stąd po uwzględnieniu, zę A+B+C: |800 mamy (*).

4. Jeśli proste a, b, c nie tworzą trojkąta, poniewaz dwie z nich np. b i c są wzajemnie
rÓwnoległe, to istnieją dokładnie dwa punkty d Ę rownoodległe od tych prostych' Są to
Środki okręgow stycznych do prostych a, b, c.

5. Cztery proste ltączące punkty I, Io z punktami B:ac i C:ab tworzą prostokąt.(w
szczegolnym przypadku kwadrat) i są dwusiecznymi kątow wierzchołkowych utworzonych
przez proste a, b, c.

Punkty I i I,, o ktorych mowaw 4. i 5. mozna określic następująco:

Punkt I ( I, ) jest takim punktem prostej rÓwnoodległej od prostych rÓwnoległych b, c, Że
ĄBIC : IBI,C: goo (* *)

Dowod: Kąty wierzchołkowe utworzo ne przezprzecięcie prostych rownoległych b, c prostą
a są odpowiednio rowne. Nazwrjmy przez B i C parę kątow w odpowiednich wierzchołkach
taką ie B+C:I800. Proste Ó ,c Są ramionami kąta A:O. Prosta rÓwnoodległa od a, Ó 3est
dwusieczną tego kąta. Sumując kąry w trojkącie BIC mamy: ĄBIC + |lf B + Ll2 C:l800
Stąd ZBIC = 900.
Z sumy kątow w trojkącie BI"C mamy:

ZBI,C +L12 (l800 - B) + Llf (l800 -C)_1800. Stąd rowniez IBI,C:900 .
Co konczy dowod (**).
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W nrocl--t1 pltrszczrznv rz-utoucj. kton otrz.r'rnujcnl\ prz.c/. doli lcz.cnic do plaszc4'z.nl' ctlkl idcsoucj

prostcj  rr ' r l icskot iczortosci  t3|.  rr lozIra t l toz,sanr ic przr 'padck prost1.c l t .  ottrorr ' iottrc l t  rr .p.] i  5 l .prą,ptrdkic lrr

oltrorr.iottl, l.t l \\ p. l-3. Jcdcrr bok cnrorokąta ort'vczncgo jcst prostą rricrrlaściuil. Il i l ktorc1 lczl1 Iu,,i I1,,. orź]r/.

. '| ',, :bc, Wicrzcholki tcgo boktr rric nririą rr' lasrrości ntctn.cznl'clt.
Jcsz.cz,c rrł'razlricjs/źl spojnośc przy'płrdku graIticz,llcgo Z ogol|l)'nl lllo/.llll dosz,ttkltc się rr'lttodcltt

p|ttszcn.lLr\' i ltrr'crs1jrrcj [2|. kton'otrz,rltttljcl l l-\. pr7.c7' dolącz.cnic do p|asz,cz1'zrrr'cuklidcsorr,cj jcdncgo pttttkttr

rt' tticskoticzoIlości.

A oto dowod zmodyfikowanego twierdzen|a Morley'a dla dowolnego trojkąta ostrokątnego
(Rys 2), rozwartok4tnego (Rys ?a) i prostokątnego (Rys. 2b):

l. Niech będzie danv dowolny troJkąt ostrokątny ABC o kątach, ktorych mlary oznaczym\'
A ,B ,C .

.R}'s. 2. Dany' trojkąt ostrokątnl ABC o miarach kątorv A,B,C. Skonstruo\\'an\. trojkąt A*B *C*.;est

podobny do danego.

Wezmy trojkąt rownobo czny PQR i przy odpowiednich bokach tego trojkąta zbudujmy
trojkąty Q A* R, R B*P, P C*Q $ys' 2)
o kątach . IPRB*: IPQC*:A 3, ĄQPC,*: loRA*:B,3, lRQAx: l ru)B *:C 3
Uwaga: Inny, dłuŻszy dowod zasugerował taką konstrukcję.

Aby udowodnic twierdzenie' wystarczy pokazac, Że PB*, PC*, QC*, QA*, RA*, RB*
Są trojSiecznymi kątow zewnętrznych trojkąta A,'B*C* oraz ze ten skonstruowany tro1kąt
A*B xC* jest podobny do danego trojkąta ABC,

oznaczmy przezP'punkt wspolny prostych 97,* i Ił.R* oraz
odpowiednio Q'punkt przecięcia prostych IU*, PC*, 1l ' -  prostych PB,, ,  QA*.
Pary t ro jkątow.QRP i  QRP, ,  RPQ I  RPQ, ,PQR i  PQR'mają przy wspo lnym boku
odpowiedniej pary kąty rowne. Np * pierwszej parze trojkątow:
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^QRP: ZRQP:6O0 i /-QIv,:ZIłQI, ': 600 + A,3
i analogicznie w pozostatych.
Zatem proste PP,, QQ,,^R.R' są symetralnymi powyzszych par trojkątow oraz ich kątow przy
wierzchołkach Pi Q,, R'. Wielkości tych kątow mozna wy|iczyc z wymienionych tro.;kątow
rownoramiennych Np z trojkąt a QRP' mamy :

lP ':1800 - 2(600 + A8):60" - 213 A. Czyl i  L l2/P' ,:30') -  l  3
Z rys 2 czytamy, Że ZB*P(:*:600 +Bl3+C,,,3.

Pon iewaŻ A+B+C: l800 to  B 3+C, l3:600 -A,3 ,  zatem
lR*pC*:1200  _  A ,3  =  900  +  (300  _  A ,3 ) :900  +  I l f  /_p ,

Stosując określenie środka okręgu wpisanego zU ] ( l  5 l) dla trojkąta P,B*C-x stwierdzamy, ze
P 3est środkiem okręgu wpisanego w trojkąt P,R*C,,.
Wynika stąd rownoŚc kątow: IPC*P,_- ZPC*R*, ZPB*P': ZPB>rC,>r oraz ich kątow
r,vierzchołkowych np. IPC'*P ,: ZQC*Q,.
ZI,C xP ' jest kątem Zewnętrznym trojkąta PQC * a więc rowny sumie katow wewnętrznych do
niego nie przyległych:

ZPC , , P , :A /3  +  B i  3 :60 . , -Ć ]3 .
Przy załoŻeniu, ie wszystkie kąty trojkąta są ostre, wykazuje się analogicznie, ze Q 1est

środkiem okręgu wpisanego w tro;kąt A*(-*o, a .R środkiem okręgu wpisanego w tro.;kąt
A*B*R 

"Mamy więc LQC*Q,: Zo(-*A*. Ten ostatni kąt rownY jest swojemu
wierzchotkowemu, Zatęm wszystkie trzy kąty, na ktore został podzie|ony prostymi P('*:PQ, i
QC:*:QP,kąt zewnętrzny przy wierzchotku C* trojkąta A,śB*C,k są rowne (!)

Udowodnil iśmy, ze proste PC* i QC* są trÓjsiecznymi kąta zewnętrznego przy
wierzchotku C* trojkąta Ał<B'kc,l,.

Analogicznie wykazuje się' ze proste QA* i RA* są trojsiecznymi kąta zewnętrznego
trojkąta A*B*C* przy wierzchotku l * a PB* i RB* trojsiecznymi kąta zewnętrznego przy
wierzchołku B* tego trojkąta.

Miara kąta zewnętrznego przy wierzchołku Ć]* trojkąta A*B>FC>ł< jest potrojną
wartością miary l PC*P ', ktora wynosi 600 - C,,3, jak wyliczyliśmy wyzej. Mamy więc.

l800 -  C*:3(600 .  C ,3)  Stąd C*:C, .
Poniewaz analogicznie ZRB*R' jest kątem zewnętrznym trojkąta PILB*, r,vięc z rys. 2

czytamy: ZRB*R': A,,3 + C.3 = 6Ou -B,,3. Mamy więc:
1800 -  B*:  3(600 -  B 3)  Stąd B*:B.
Podobnie ZQA*Q, : B,,,3 + C,,3 - 600 . A,3 1ako kąt zewnętrzny

Zatem l800 .  A*:: (ooo 1 l , s )  Stąd A*:A,
Wobec powyŻszej rownoŚci kątow udowodniliśmy, ze skonstruowany

jest podobny do danego ostrokątnego trojkąta ABC.

f. Niech będzie dany dowolny trojkąt rozwartokątny ABC, ktorego miary kątow oznaczamy
A>900,  B,  C.

Konstrukcja trojkąta A,,B*C* dla tych danych, opisana :vqtŻęj, przedstawiona jest na
rys. 2a.

Punkt P jest środkiem okręgu wpisanego w zewnętrze trojkąta P,B*(-*. Istotnie,
poniewaz A 3
IQIłB*: ZRQ('-*:6O0+ A 3
wyliczymy

lP ' :1800 -  2[  l8o0-  (600 + AB)]:  z l3A -  600 czy l i
t12Z-P':A, '3 - 300

tro1kąta QRA*.

trojkąt A*B*C,ś

8-

( l )



Z ryS. 2a czytamy . ZR*I,C *:60.' +R 3 + (' 3, co mozna Zapisac biorąc pod uwagę, ze

A + R ł_( ':  l80.,  oraz ( l)  następująco:
lR*lr(.,( _ 60,, + (600-A 3) : 90,)- (l 3 - 30,,) _ 90,, - l lz zp'. (2)

Prosta /,/, ' jest sy,metralną kąta /,' (poniewaz przechodzi przez wierzchołki dwoch

trojkątow rownoramiennych złączonych podstawami). Stąd I Z (2) na podstarvie (*)

zastosowanego do tro.;kąta B,ts(:Ą<P'(por rys. la) stwierdzamy, ze /, jest środkiem okręgu

wpisanego w zewnętrze tro.1kąta B*C*P,, Zatem proste pę,*:pQ, i PR* -.P./l ' Są

dwusiecznymi kątow zewnętrznych tro;kąta B,,C.*P, przy wierzchołkach odpowiednio ('* i

8 " .

P,

---ź-

Rys.2a. Danv trojkąt rozrvartokatny, ABC o miarach kątorr' A>'9O,. B, C. Skonstruo\\'an\'trojkąt

A*B*C* jest podobnl 'do danego.

Dalej stwierdzamy, ze punkt Q jest środkiem okręgu wpisanego w trojkąt A*(',,no,,

poniewaŻ QQ' jest dwusieczną kąta o, a z (ryS 2a) widac, Że mamy spełnione wymaganie

( l . 5 l ) zU  ]  d l a t r o j ką ta  PRQ,
zo, - -1800.2(ooo+tr  3) :600 -  2 l3B czy| i  | l2  lQ, ' :  3O0 .  B , , ,3 ,  a  więc

IA*QC*: 60b + A3-c,3:600 + (600 - B, '3) = 900 + (300-8, ' ,3; czyt i

/  Ą*oC* :  900+ | l?  lQ, .
Zatem QC *: QP 

' jest dwusieczn ą kąta A *C * Q 
, .

Wobec rowności kątow wierzchołkowych wszystkie trzy kąty przy wierzchotku C'*, na

ktore podzielity proste oP,i PQ ' kąt zewnętrzny tro.;kąta Ai<B>kC>r przy tym wierzchotku, Są

rowne.
Wniosek: proste QP':QC* i PQ':P('*
wierzchołku C* w trojkącie .,{,ł,B,l,C*.

Są trojsiecznymi kąta zewnętrznego przy

Dalsza częśc dowodu jak dla trojkąta ostrokątnego'

G'- -r,

/'
A,

/

P
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3 Niech dany będzie dowolnv tro;kąt prostokątny ARC, o miarach kątow A:9O,, , R, (, ,
Konstrukcja trojkata ,Ą*IJ>t(,* d|atych danych przedstar,viona jest na rys. 2b. Z rysunku

rvidac' ze ZQRB* : ZIł.)C*: 600-300:90.). Zatem proste Q(,* i Ił.I],r jako prostopadłe do
boku 0/1 są rvzajemnie rownolegte.

Wierzchotek P trojkąta PQR jest rownoodległy od tych prostych rownoległych Na
podstarvle (**) mozemy twierdzic, ze P jest środkiem okrggu St},cznego do prostych QC*,
RR*, B*C*, poniewaz IB*PC*:90(, Istotnie z rys. 2a czyĄ"amy.. ,.R*PC*: 60()*R 3-C,,3 a
jako, iew trojkącie prostokątnym B-C):900 czyli B,,3.rC,3:300 stąd kąt, pod kt rym,,widać''
bok B*C* z punktu P jest kątem prostym.

Z faktu, Że P jest środkiem okręgu stycznego do prostych QC*, RI3,,, R*C,* wynika
rownoŚc kątor,v przy wierzchołku C* zaznaczonych podwojnym łukiem i rownosc kątow przy
r'vierzchołku B * zaznaczon1'ch potroJnym łukiem.

Punkt Q jest środkient okręw wpisanego w trojkąt A,*C:*Q ', Co dowodzi się jak dla
trojkąta ostrokątnego sprarvdzając na rys. 2a , ze spełniony jest r.r,arunek (i.51) z rl| co do
/A*QC ł.:9O.' + |12 Q, i przynaleznośc Q do dwusieczne.; kąta Q'. A'. 'ulogicznie punkt R jest
środkiem okręgu wpisanego w tro.;kąt A*B*Ił.,.

,-"--.-\=--
\ -

R_arc

/B/.

Ą= 90o

R1's.2b. Danr'trojkąt prostokątw ABC o miarach kątorr': A: rc,2, B, C. Skonstruo\\'an}' tro3kąt A*B*C*
.;est podobnl' do danego

Stąd prosta QC*( i RB*) jest dwusieczną kąta A*C*o, odpor,viednio A*B*R,).
Mamy więc rownoŚc wszystkich trzech kątow przy wierzchołku C* ( i B*) , na ktore proste
PC* i QC* (i odpowiednio RB* t PB*) podzieliły odpowiedni kąt zewnętrzny trojkąta
A*B*C* .

Udowodnil iśmy więc, ze proste te są trojsiecznymi odpowiednich kątow zer,vnętrznvch
zbudowanego trojkąta prostokątnego A'*B*C*. Dowod, Że ten trojkąt jest podobny do
danego ABC jest identycznyjak rv poprzednich przypadkach.

Udorvodniliśmy rvięc trr'ierdzenie Morley'a dla kątow zewnętrznych dowolnego
troj k ąta, n azwan e : m od1,fi k oI|' ct I I-l, L|l tll, i e rd :e ł t i e m M o r l e1,, 61.

R'
\-==----

/

P
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()d ,\uttlrki: Pouyższ.c. trricrdzenic ijcgo dorrod ukazll się rv rtlatcri it lach poscnrirranjrrrclt ZAKŁADU
CEOIVIETRII \\YKRESLI{EJ POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ Zesnt II z. datrr 198-5 0-1.(na prau'aclr
rękopist l) .
o z;tstosorr,attiach (cgo t'\\.icrdzcnia traktu1e rc|era( l]| i l5| Konsckrrcncjł1 tego tl\.icrdzcrtia jcst opisirl l\ ' l\
aĄ'kulc [6| tn'scktor trojkątrlr' i korrstnrkcje pscudoklasr.czne podzialu kąta tra trzy rorrrtc cz,ęści
Na korrfcrcncji organiz,orvanej przel, TU Graz. (Austria): (i l 'Olvlt 'tRIL 7'.1(i(:.\|(;. .. t0' Johrt,
Drehfluchtprin:ip.. Vorau. 2.6.YI. l997 autorklr posluz.lIit się lłv.seA.rOren trÓ-lkatn.v,nl jako.icdnrnr 1. tr./.cch
pr:łv,kladorv anirnacji konstnrkcji gconretry'czn1'ch t7| Wsponrirrając o genezie In,,'saktora Irł,ykątt.tcg().
ztcylotvala wvmicnionc *1'zej ntateriatv poseminanjne. Innv uczcstnik tel konfcrcncji O. Giering (TU
Mtinchcn) n'stvoint referacie'. Perlen rler Geontetrie - Beispiele aus drci Jahrtau.sentlcn ullrienil tqierdzelic
|v{orle1.a jako jedną Z ..perel... Ta prą'padkolr.a zbieznośc jcst nlonl'acją do opublikorr.attia po\\\.Zszego
dou'odu.
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MODIFIED MORLEY'S THEOREM

Morley's theorem concerning the trisectors of exterior angles of any triangle, named
moclifiecl lv'lorley"s theoren, states that

three points of intersect ion of the adjacent tr isectors of the exter ior angles of any
trinngle form an equilateral triangle.

It was prooved by the author in 1985 on the Seminar of the Institut of Mathematics of CUT.

It is essential in the proof of the modified Morley,s theorent for an acule-ąngled
tt'iangle (.yust as in the proof of Morley's theorem) to characterize the incenter I of a triangle
ABC as lying on the bisector of the angle A atsuch a distance that /-BIC: 900 + ll? A.
Thrs angle describing the position of the incenter on the bisector had to be first found for
excentet' Io of the trian gle ABC as being .

LRI ,C:  goo -  112 A (*)
or for two centres 1 and Ioof circles tangent to the straight lines a, b. c among which hl I c as
be ing:

IRIC : ZIJI,C -- 90" (* *)

to prove the modified Morley's lhaorent for an obtuse-angled triangle or a right-angled triangle
respectivelv.
The last case was the basis for invention of the triangular trisectot' described by the author rn
her later elaborations.

I
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