Ludmita CZECH

Politechnika Krakowska

ZMODYFIKOWANE TWIERDZENIE MORLEY’A

Pamigci Profesora Edwarda OTTO (13.X1.1908-10.V.1986) poswi¢cam

W podreczniku HSM. Coxetera:  Introduction to Geometry [1] znajduje sie
nastgpujace twierdzenie Morley’a: Trzy punkty priecigcia sqsiednich trdjsiecznych kqtéw
dowolnego tréjkata sq wierzchotkami tréjkqta réwnobocznego.

Okazuje sig, ze podobna wlasnos¢ maja sasiednie trojsieczne katow zewnetrznych
dowolnego trojkata. Prawdziwe jest bowiem TWIERDZENIE:

Trzy punkty przecigcia sasiednich tréjsiecznych katow zewnetrznych dowolnego
trojkata s wierzchotkami trojkata rownobocznego.

Dla dowodu tego zmodyfikowanego twierdzenia Morley’a uporzadkujmy najpierw
twierdzenia pomocnicze 1 poszerzmy okreslenie srodka okregu stycznego do trzech prostych
podane w [1] 1.51.

Twierdzenia pomocnicze:

1. Jesh trzy proste a, b, ¢ tworza trojkat ABC, to istnieja dokiadnie cztery punkty
rownoodlegte od tych prostych: I, I, Iy, I., czyli srodki okregdéw stycznych do tych prostych,
tworzace czworokqt ortyczny.

2. Trojkat ABC jest trojkqtem przekqtnym powyzszego czworokata ortycznego 11, I I

Pierwsze zdanie wynika z [1] §1.5 1 zdania 1.72 (por. ¢wiczenie 4 po §1.7).
Drugie zdanie wynika wprost z definicji punktu przekqtniowego podanejw § 1.7 [1].

3. Kazdy z szesciu bokow czworokata ortycznego I I, I, I. jest dwusieczng kata
wewnetrznego lub zewnetrznego trojkata ABC.

Potozenie Srodka okrggu stycznego do trzech prostych na dwusiecznej kata
wewngtrznego trojkata ABC utworzonego przez te trzy proste charakteryzuje kat, pod ktorym
,»widac¢” ten bok trojkata, ktory ta dwusieczna przecina nie w wierzchotku.

I tak z 1.51 [1] wynika nastgpujace okreslenie $rodka I okregu wpisanego w trojkat
ABC:

Punkt I jest takim punktem dwusiecznej kata A w trojkacie ABC, ze

£BIC = 90° + 1/2 4.

Pokazemy, ze srodek I, okrggu wpisanego w zewnetrze trojkata ABC jest takim punktem
dwusiecznej kata 4 w trojkacie ABC, ze
ZBI,C=90"- 112 A. (*)



Rys. la. Srodek okregu wpisanego w zewngtrze Rys. 1b. Srodki okregow stycznych do prostych

trojkata ABC lezy na dwusiecznej kata a, b, ¢, zktorych b//c, leza na prostej
A w takiej odlegtosci, ze rownoodlegtej od prostych b,¢ w takiej
ZBILC= 90" - 1/24 * odleglosci, ze ZBIC=BI,C=90° (**)

Dowdd: W dowolnym trojkacie ABC (Rys. la) kat zewnetrzny przy wierzchotku B wynosi
A+C, przy wierzchotku C: A+B. Zsumujmy katy w trojkacie BCI, :

ZBL,C+ 1/2(4+C) + 1/2 (A+B) = 180°
Stad po uwzglednieniu, ze A+B+C= 180° mamy (*).

4. Jesh proste a, b, ¢ nie tworza trojkata, poniewaz dwie z nich np. b 1 ¢ sa wzajemnie
rownolegte, to istnieja doktadnie dwa punkty 1, I, rébwnoodlegte od tych prostych. Sa to
srodki okregdw stycznych do prostych a, b, c.

5. Cztery proste taczace punkty I, I, z punktami B=ac i C=ab tworza prostokat -(w
szczegdlnym przypadku kwadrat) i sa dwusiecznymi katow wierzchotkowych utworzonych
przez proste a, b, c.

Punkty Ii I, , o ktéorych mowa w 4. i 5. mozna okresli¢ nastepujaco:

Punkt I ( I,) jest takim punktem prostej réwnoodlegtej od prostych rownolegtych b, ¢, ze
ZBIC =/BI,C = 90° (**)

Dowdd: Katy wierzchotkowe utworzone przez przecigcie prostych rownolegtych b, ¢ prosta
a sa odpowiednio rowne. Nazwijmy przez B i C parg katow w odpowiednich wierzchotkach
taka, ze B+C=180°. Proste b ,c sa ramionami kata A=0. Prosta rownoodlegta od a, b jest
dwusieczng tego kata. Sumujac katy w trojkacie BIC mamy: £ZBIC + 1/2 B + 12 C =180°
Stad £BIC = 90",
Z sumy katow w trojkacie B[,C mamy:

ZBI,C +1/2 (180° - B) +1/2 (180° -C)=180". Stad rowniez £BI,C =90" .
Co konczy dowod (**).



W modclu plaszczyzny rzutowg). ktory otrzymujemy przez dolaczenic do plaszczyzny cuklidesowe)
prostcj w nicskoniczonosci [3]. mozna utozsamic¢ przypadek prostych. omowionych w p. 4 i 5 7 preypadkicm
omowionym w p. 1-3. Jeden bok czworokata ortycznego jest prosta niewlasciwa. na ktorej leza [, “il, " oraz.
A7 =bc. Wicrzcholki tego boku nic majy wlasnosci metrycznych.

Jeszeze wyraznicjsza spojnos¢ przypadku granicznego z ogolnym mozna doszukac si¢ w modelu
plaszczyzny inwersyjnej [2]. ktory otrzymujemy przez dotaczenic do plaszezyzny cuklidesowej jednego punktu
w nicskoriczonosci.

A oto dowdd zmodyfikowanego twierdzenia Morley’a dla dowolnego trojkata ostrokatnego
(Rys. 2), rozwartokgtnego (Rys. 2a) i prostokatnego (Rys. 2b):

1. Niech bedzie dany dowolny trojkat ostrokatny ABC o katach, ktorych miary oznaczymy:
A, B, (“ .

.Rys. 2. Dany tréjkat ostrokatny ABC o miarach katow A.B,C. Skonstruowany trojkat 4 *B*C* jest
podobny do danego.

Wezmy trojkat rownoboczny POR 1 przy odpowiednich bokach tego trojkata zbuduymy
trojkaty QO A* R, RB*P, P C*Q (Rys. 2)
o katach: LPRB*=/PQOC*=A 3, LOPC*=ZQRA*=B3, ZRQA*= ZRPB*=C3
Uwaga: Inny, dtuzszy dowdd zasugerowat taka konstrukcje.

Aby udowodni¢ twierdzenie, wystarczy pokaza¢, ze PB* PC* QC* QA* RA* RB*
sa trojsiecznymi  katow zewngtrznych trojkata A*B*C* oraz ze ten skonstruowany trojkat
A*B*C* jest podobny do danego trojkata ABC.

Oznaczmy przez P’ punkt wspolny prostych OC* 1 RB* oraz
odpowiednio Q' punkt przecigcia prostych RA*, PC*, R’ - prostych PB*, QA%
Pary trojkatow: QRP i ORP'. RPQ 1t RPQ’ POR i POR’ maja przy wspolnym boku
odpowiedniej pary katy rowne. Np. w pierwszej parze trojkatow:
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ZORP= LROP=60" i LORP'=ROP'= 60"+ A3
1 analogicznie w pozostatych.

Zatem proste PP, QQ", RR’ sa symetralnymi powyzszych par trojkatow oraz ich katow przy
wierzchotkach P, Q°, R’ Wielkosci tych katow mozna wyliczy¢ z wymienionych trojkatow
rownoramiennych. Np. z trojkata QRP " mamy :

ZP’=180" - 2(60"+ A/3)=60"- 2/3 A. Czyli 1/22P’=30"-43.

Z rys. 2 czytamy, ze ZB*PC*=60" +B/3+C 3.

Poniewaz 4+B+C=180"to B 3+(/3=60"-43, zatem

ZB*PC*=120°-A43 =90+ (30°-43)=90" + 1/2 £P"

Stosujac okreslenie $rodka okregu wpisanego z [1] (1.51) dla trojkata P 'B*C* stwierdzamy, ze
P jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat P 'B*C*.

Wynika stad rownos¢ katow: LPC*P'=_PC*B* — LPB*P'=- PB*C* oraz ich katéw
wierzchotkowych np. LPC*P'=0C*Q".

ZPC*P’ jest katem zewnetrznym trojkata POC* a wiec rowny sumie katdow wewnetrznych do
niego nie przylegltych:

ZPC*P'=A/3 + B/3 = 60°- C3.

Przy zalozeniu, ze wszystkie katy trojkata sa ostre, wykazuje si¢ analogicznie, ze () jest
srodkiem okregu wpisanego w trojkat 4*C*Q’ a R srodkiem okregu wpisanego w trojkat
A*B*R".

Mamy wigc ZQC*Q'=20C*4* Ten ostatni kat rowny jest swojemu
wierzchotkowemu. Zatem wszystkie trzy katy, na ktore zostat podzielony prostymi PC*=PQ " i
QC*=QP’ kat zewnetrzny przy wierzchotku C* trojkata A *B*C* sa rowne (1)

Udowodnilismy, ze proste PC* 1 QC* sg tréjsiecznymi  kata zewnetrznego przy
wierzchotku C* trojkata A*B*C*.

Analogicznie wykazuje si¢, ze proste OA* 1 R4* sa trojsiecznymi kata zewnetrznego
trojkata A*B*C* przy wierzchotku A* a PB* 1 RB* trojsiecznymi kata zewnetrznego przy
wierzchotku B* tego trojkata.

Miara kata zewngtrznego przy wierzchotku C* trojkata A*B*C*  jest potrdjna
wartoscig miary £ PC*P’, ktora wynosi 60° - (3, jak wyliczylismy wyzej. Mamy wiec:

180° - C*=3(60°- C'3). Stad C*=C.

Poniewaz analogicznie ZRB*R’ jest katem zewnegtrznym trojkata PRB*, wiec z rys. 2
czytamy: ZRB*R’ = A3 + C.3 = 60’ -B/3. Mamy wigc:

180° - B*= 3(60° - B.3). Stad B*=B.

Podobnie ZQA4*Q" = B3 + C3 = 60" - 473 jako kat zewnetrzny trojkata ORA*.
Zatem 180° - 4*= 3(60"- 4.3). Stad A*=A.

Wobec powyzszej rownosci katow udowodnilismy, ze skonstruowany trdjkat 4 *B *Cx
jest podobny do danego ostrokatnego trojkata ABC.

2. Niech bedzie dany dowolny trojkat rozwartokatny ABC, ktorego miary katow oznaczamy
A-90° B, C.

Konstrukcja trojkata A*B*C* dla tych danych, opisana wyzej, przedstawiona jest na
rys. 2a.

Punkt P jest s$rodkiem okregu wpisanego w zewnetrze trojkata P'B*C* Istotnie,
poniewaz A3 > 30° to katy zewnetrzne trojkata ORP’ sa katami rozwartymi:
ZORB*=/ROC*=60"+ A3 > 90°. Z sumy katow tego trojkata rownoramiennego QORP’
wyliczymy:

ZP'=180° - 2[180% (60° + 4/3)] = 2/34 - 60° czyli

1/24P =43 - 30" (1)




Z rys. 2a czytamy: ZB*PC*=60" +B3 + ('3, co mozna zapisac bioragc pod uwage, ze
A+B+(C=180" oraz (1) nastepujaco:

JB*PC* = 60" + (60°-4 3) =90 (43 -30")=90"- 112 ZP". (2)

Prosta PP jest symetralng kata /' (poniewaz przechodzi przez wierzchotki dwoch
trojkatow rownoramiennych ztaczonych podstawami). Stad i z (2) na podstawie (*)
zastosowanego do trojkata B*C*P’ (por rys.1a) stwierdzamy, ze P jest srodkiem okregu
wpisanego w zewngtrze  trojkata B*C*P' Zatem proste PC*=PQ’ 1 PB*=PR’ sa
dwusiecznymi katow zewnetrznych trojkata B*C*P' przy wierzchotkach odpowiednio (™* 1
B*.

Rys.2a. Dany trojkat rozwartokatny ABC ’o miarach katow 4>90°, B, C. Skonstruowany trojkat
A*B*C* jest podobny do danego.

Dalej stwierdzamy, ze punkt Q jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat A*C*Q',
poniewaz QQ " jest dwusieczng kata Q" a z (rys. 2a) widaé, ze mamy spelnione wymaganie
(1.51) z [1] dla trojkata PRQ"

Z0'=180° - 2(60°+B 3) = 60" - 2/3B czyli 1/2 £Q'=30"- B3, a wigc

LA*OC* = 60"+ A3-C3=60°+ (60" - B3) = 90° + (30°-B73) czyli

ZA*QC* = 90°+ 172 L0
Zatem QC*=QP" jest dwusieczna kata 4*C*Q"

Wobec rownosci katow wierzchotkowych wszystkie trzy katy przy wierzchotku C'* na
ktore podzielity proste QP "1 PO kat zewnetrzny trojkata A *B*C* przy tym wierzchotku, sa
rowne.

Whiosek: proste QP'=QC* i PQ’=PC* s3 trdjsiecznymi kjta zewngtrznego przy
wierzchotku C* w trojkacie A *B*(C*.
Dalsza cze$é dowodu jak dla trojkata ostrokatnego.




3. Niech dany bedzie dowolny trojkat prostokatny ABC o miarach katow 4A=90" | B, (.

Konstrukcja trojkata A *B*("* dla tych danych przedstawiona jest na rys. 2b. Z rysunku
wida¢, ze ZORB* = LROC* = 60°~30"=90". Zatem proste QC* i RB* jako prostopadte do
boku OR sa wzajemnie rownolegte.

Wierzchotek P trojkata POR jest rownoodlegly od tych prostych rownolegtych. Na
podstawie (**) mozemy twierdzi¢, ze P jest srodkiem okregu stycznego do prostych QC¥,
RB* B*C* poniewaz £B*PC*= 90" Istotnie z rys. 2a czytamy: _B*PC*= 60"+B3-C3 a
jako, ze w trojkacie prostokatnym B-C=90° czyli B3+ C3=30" stad kat, pod ktérym ,wida¢”
bok B*C'* z punktu P jest katem prostym.

Z faktu, ze P jest srodkiem okregu stycznego do prostych QC* RB* B*C* wynika
rownosc katow przy wierzchotku C* zaznaczonych podwojnym tukiem 1 rownos¢ katow przy
wierzchotku B* zaznaczonych potréjnym tukiem.

Punkt Q jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat A*C*(Q’, co dowodzi sig jak dla
trojkata ostrokatnego sprawdzajac na rys. 2a , ze spetniony jest warunek (1.51) z [1] co do
ZA*QC*=90"+ 1/2 Q" i przynaleznos¢ Q do dwusiecznej kata Q. Analogicznie punkt R jest
srodkiem okrggu wpisanego w trojkat 4 *B*R .

R’ - //Q ‘

A=30°

i
t
{
]
i

Rys.2b. Dany trojkat prostokatny ABC o miarach katow: A=7z2. B, C. Skonstruowany trojkat 4 *B*(C*
Jjest podobny do danego.

Stad prosta QC*(i RB*) jest dwusieczna kata A*C*Q’' i odpowiednio A*B*R’).
Mamy wigc rownos¢ wszystkich trzech katow przy wierzchotku C* (i B*) | na ktére proste
PC* 1 QC* (1 odpowiednio RB* i PB*) podzielity odpowiedni kat zewnetrzny trojkata
A*B*C*.

Udowodnilismy wigc, ze proste te sa trojsiecznymi odpowiednich katow zewnetrznych
zbudowanego trojkata prostokatnego A*B*C* Dowdd, ze ten trojkat jest podobny do
danego AB( jest identyczny jak w poprzednich przypadkach.

Udowodnilismy wigc twierdzenie Morley’a dla katow zewnetrznych  dowolnego
trojkata, nazwane zmodyfikowanvm twierdzeniem Morley 'a.
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Od Autorki: Powyzsze twierdzenic i jego dowod ukazal si¢ w materialach poseminaryjnvch ZAKEADU
GEOMETRII WYKRESLNEJ POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ Zeszyt 11z data 1985.04.(na prawach
r¢kopisu).

O zastosowaniach tego twierdzenia traktuje referat [4] i [5]. Konsckwencjy tego twierdzenia jest opisany w
artykulc [6] tryscktor trojkatny i1 konstrukcje pseudoklasyczne podzialu kata na trzy rowne czgsci.

Na konferencji  organizowane) przez TU  Graz  (Austria): GEOMETRIE TAGUNG: 107 Jahre
Drehfluchtprinzip™ Vorau. 2-6.V1. 1997 autorka posluzyia si¢ trvsektorem wrojkatnym  jako jednym 7 trzech
przykladow animacji  konstrukcji  geometrycznych [7]. Wspominajac o genezie 1rvsektora trojkqtnego.
zacytowala  wymicnione wyzej materialy poseminaryjne. Inny uczestnik tej konferencji  O. Giering (TU
Miinchen) w swoim referacie: Perlen der Geometrie - Beispiele aus drei Jahrtausenden wymienil twierdzenic
Morley’a jako jedng z .perel”. Ta przypadkowa zbieznos¢ jest motywacja do opublikowania powyzszego
dowodu.
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MODIFIED MORLEY’S THEOREM

Morley’s theorem concerning the trisectors of exterior angles of any triangle, named
modified Morley's theorem, states that

three points of intersection of the adjacent trisectors of the exterior angles of any
triangle form an equilateral triangle.

It was prooved by the author in 1985 on the Seminar of the Institut of Mathematics of CUT.

It is essential in the proof of the modified Morley’s theorem for an acute-angled
triangle (just as in the proof of Morley’s theorem) to characterize the incenter I of a triangle
ABC as lying on the bisector of the angle A at such a distance that £BIC = 90" + 1/2 A.

This angle describing the position of the incenter on the bisector had to be first found for
excenter I, of the triangle ABC as being :

ZBI,C=90°-1/2 4 (*)
or for two centres I and I, of circles tangent to the straight lines a, 5. ¢ among which »//c as
being:

ZBIC = £BI,C = 90" **)
to prove the modified Morley's theorem for an obtuse-angled triangle or a right-angled triangle
respectively.
The last case was the basis for invention of the triangular trisector described by the author in
her later elaborations.




