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ZawaĘ w niniejszym Biuletynie aĄkuł M.Paleja pt. ',Degeneracja rzutni w metodzie
Monge'a'' przedstawia propozycje doĘczące odwzorowania przestrzeni za pomocą tzlł,t. rzufu
zdegenerowanego. Dysponując przydatnym do ilustracji przekształcen płaskich (a do takich
mozna sprowadzic rzlt zdegenerowany) programem CABRI mozna się pokusic o szczegoło-
wszą ana|tzę obrazow okręgow. Powtorzenie metody rozumowania M.Paleja moze pro-
wadzic do wniosku, ze rzutem zdegenerowanym okręgu jest |<rzywa rzędu osmego. Mamy
bowiem następuj ącą sytuację :
l. Dowolna prosta I przecina rzut zdegenerowany okręgu @ w t, punktach.

Rozwazmy praobraz okręgu a, ktorym jest konoida Q oraz praobraz prostej /, ktorym

1est hiperbola,ł.
2. Praobraz! O i A p,,y ogolnym ich połozeniu mają osiem punktow wspolnych - są to bo.

wiem punkty przecięcia hiperboli ,t przez konoidę o, ktora jak wiadomo jest powierz-
chnią rzędu czwartego.

3. Z|iczby ośmiu punktow wspolnych Q n 1: P,-, wnioskujemy, Że istnieje osiem takich
tworzących konoidy Q, ktorych rzut zdegenerowany pokrywa się z punktami przecięcia
krzywej o), z prostą /. Wynika stąd jasno, zekrzywa af jest rzędu osmego.

Ilustracja obrazow okręgow w rzucie zdegenerowanym realizowana za pomocą programu
CABRI (w adaptacji autorskiej) ujawnia jednak, ie przy zroŻnicowanych połozeniach, prosta
przecina krzywą o), w czterech punktach. Nasuwałoby to podejrzenie, Że krzywa taka jest
rzędu czwartego. W ana|izie tego problemu wydają się byc pomocne następujące uwagi:

Konstrukcja punktow krąnvej o), polega na odmierzaniu na poszczegolnych
promieniach PQku (Ę taV'lch odcinkow, ktore wyraza;ą wysokości odpowiednich punktow
okręgu cll. Tej samej dfugości odcinki odmierzane są na dwoch promieniach (oprocz promieni
skrajnych, ktore jako zarys traktować moinajako jednoczącą Się parę promieni), co mozna
zilustrować jako wynik przecięcia Ęch promieni przez odpowiedni okrąg o środku X. Krrywa
a, jest więc zbiorem punktow przecięcia okręgow Pio środku X z odpowiednimi promieniami
Pęku prosĘch (X).

Przyglądając się takiej konstrukcji mozna zauważyc, Że krzywa al' pokrywa się z
rzutem części wspolnej dwoch powierzchni: konoidy O okręgu a oraz obrotowej
powierzchni stozkowej r o osi p, i kącie rozwarcia !, (płaszczyzny rownoległe do rn;i.;nt lt,
przecinają powierzchnię /- w okręgach, ktorych promienie Są rowne odległościom tych
pł,aszczyzn od rzutn, o,) Ale częśc wspolna powierzchni O i r to zwyczajnie ich linia
przenikania: c8 = a n T _ V'rrywa rzędu osmego.
Punkt X mozna traktowac jako zdegenerowaną krzywą rzędu czwartego. Istotnie bowiem
kuzda pł'aszcryzna przechodząca przez X,,przecina'' go w cferech zjednoczonych punktach
linii przenikania c8: są to punkty przecięcia tworzących powierzchni stozkowej z podwojną
tworzącą konoidy . prostą Pz. Wynika stąd, że kłŻda płaszczyzna wipki (X) przecina
pozostałą częśc linii c, - k''y*ą ktorej prostokątny rzut na ftl pokrywa się z rzutem
zdegenerowa,l'lyT okręgu .o 

- w czterech tylko punktach.

oBRAZY oKRĘGow w TZw. RZUC|EZDEGENERoWANYM
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Mozna rÓwnież dowieśc że w czterech tylko punktach kra,7wą c8 przecina kuida
pł,aszczyzna rownoległa do płaszczyzny okręgu - są to punkty przebicia powierzchni
stozkowej rprzez krzy.rve przekrojÓw konoidy tymi płaszczyznami, ktore jak wiadomo (l) są
elipsami powinowatymi z okręgi em @ .
Przedstawione okoliczności urydają się tfumaczyc wzrokową tendencję do kwalifikowania
rzufu zdegenerowanego okręgu - krarurej o). - jako krąnvą rzędu czwartego. w
rzeczyvistości jadnak taki jej charakter ma miejsce w szcze9olnym połozeniu tego okręgu - w
połozeniu symetrycznym względem rzutni. WÓwczas bowiem symetryczne względem T1 są:
konoida okręgu O oraz hiperbola przekroju powierzchni r dowolną płaszcryzną o
prostopadłą do rzutni o,. W przypadku takim osiem punktÓw przebicia konoidy Q przez
hiperbolę )" w rzucie prostokątnym na ft.parami się jednoczą. W rezultacie rzut płaszczyzny

będący prostą o, o dowolnie. wybranym kiernku i połozeniu przecina krzywą a), w
czterech punktach, co dowodzi, Żejest to istotnie Y'rzywa rzędu czwartego.

Ponizej zaprezentowano kilka obrazow okręgow w rzucie zdegenerowanym Wy-
bierając roŻne ich położzenia. Symbolem p oznaczono płaszczyznę okręgu zaś V ,, - rant
zdegenerowany ''śladu pionowego'' tej płaszczyzny. ostatnie cztery przyYJady obrazują
przypadki, kiedy okrąg przecina ,,rztltnię,, p,
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Warto avrÓcic uwagę na punkty podwojne krzywej będącej rzutem nz|| okręgu o)

Występują one wÓwczas kiedy istnieją rÓwnoległe do r, cięciwy okręgow przecinające się z

p2 oraz w przypadku kiedy okrąg a przebija rzutnię lr,.Z pracy (1) wiadomo' że obraz,,z,,

wszystkich punktow rzutni skupiony jest w punkcie X= Pz Ą tl. Tak więc jezeli zachodzi..

@n t t r=1 ,  I I  t o  I '= I I ' : X
Kolejne rysunki przedstawiająrnlĘ zdegenerowane ogolnie połozonych stozkowych.

Jak można było przewid zieć rn.ft elipsy nie rÓzni się zasadniczo od obrazow okręgu, natomiast

w prrypadku rzutu ,,z,, paraboli kranva af posiada jeden punkt niewłaścinuy a w przypadku
hiperboli - dwa puntdy niewłasciwe. Jezeli hiperbol a |eĘ w płasz czyźnie prostopadłej do

rzutni T1 - obydwa jej punlcty niewłaściwe w rzucie ||z]| jednoczą się z punktem
niewłascinnym prostej B, stanowiącej rzut normalny hiperbotri na t,.
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THE IMAGES OF THE CTRCLES IN SO CALLED DEGENERATED PROJECTION

The problem of the images of the circles in a special case of Monge method is being

discussed.
The authoress presents the reasoning suggesting that the circles in many positions are

projected into the 4n order curves.
According to the position of the projected circle towards degenerated projection plane

(a straight line) its image may have a cusp or a node.
When the circle intersects the degenerated projection plane its image includes one or

two circles and a supplement - curve or the double counted lines line.
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