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OBRAZY OKREGOW W TZW. RZUCIE ZDEGENEROWANYM

Zawarty w niniejszym Biuletynie artykul M Paleja pt. "Degeneracja rzutni w metodzie
Monge'a" przedstawia propozycje dotyczace odwzorowania przestrzeni za pomoca tzw. rzutu
zdegenerowanego. Dysponujac przydatnym do ilustracji przeksztalcen ptaskich (a do takich
mozna sprowadzi¢ rzut zdegenerowany) programem CABRI mozna si¢ pokusi¢ o szczegoto-
wsza analiz¢ obrazow okregow. Powtorzenie metody rozumowania M. Paleja moze pro-
wadzi¢ do wniosku, ze rzutem zdegenerowanym okregu jest krzywa rzedu dsmego. Mamy
bowiem nastepujacy sytuacje:

1. Dowolna prosta / przecina rzut zdegenerowany okregu @ w n punktach.

Rozwazmy praobraz okrggu w, ktorym jest konoida (2 oraz praobraz prostej I, ktorym
jest hiperbola A.

2. Praobrazy 2 1 A przy ogélnym ich potozeniu maja osiem punktow wspolnych s3 to bo-
wiem punkty przecigcia hiperboli A przez konoide €2, ktora jak wiadomo jest powierz-
chnig rzedu czwartego.

3. Z liczby o$miu punktéw wspolnych £2 N A =P, , wnioskujemy, ze istnieje osiem takich
tworzacych konoidy (2 ktérych rzut zdegenerowany pokrywa si¢ z punktami przecigcia
krzywej o° z prosta /. Wynika stad jasno, ze krzywa @ jest rzedu 6smego.

llustracja obrazow okregéw w rzucie zdegenerowanym realizowana za pomocg programu

CABRI (w adaptacji autorskiej) ujawnia jednak, ze przy zroznicowanych potozeniach, prosta

przecina krzywa @® w czterech punktach. Nasuwaloby to podejrzenie, ze krzywa taka jest

rzedu czwartego. W analizie tego problemu wydaja si¢ by¢ pomocne nastepujace uwagi:

Konstrukcja punktow krzywej @° polega na odmierzaniu na poszczego6lnych
promieniach pgku (X) takich odcinkow, ktore wyrazaja wysokosci odpowiednich punktow
okregu w. Tej samej dlugosci odcinki odmierzane s na dwoch promieniach (oprocz promieni
skrajnych, ktore jako zarys traktowa¢ mozna jako jednoczaca si¢ par¢ promieni), co mozna
zilustrowac¢ jako wynik przeciecia tych promieni przez odpowiedni okrag o $rodku X. Krzywa
@’ jest wigc zbiorem punktow przecigcia okregow p, o srodku X z odpowiednimi promieniami
peku prostych (X).

Przygladajac si¢ takiej konstrukcji mozna zauwazyC, ze krzywa o’ pokrywa si¢ z
rzutem czgsct wspdlnej dwoch powierzchni: konoidy 2 okreggu @ oraz obrotowej
powierzchni stozkowej I” 0 osi p, i kacie rozwarcia 7 (ptaszczyzny réwnolegte do rzutni z,

przecinaja powierzchni¢ I~ w okregach, ktorych promienie sa rowne odleglosciom tych
ptaszczyzn od rzutni 7). Ale czeS¢ wspolna powierzchni €2 i I” to zwyczajnie ich linia
przenikania: ¢! = Q2 I' - krzywa rzedu 6smego.

Punkt X mozna traktowac jako zdegenerowana krzywa rzedu czwartego. Istotnie bowiem
kazda ptaszczyzna przechodzaca przez X "przecina" go w czterech zjednoczonych punktach
linii przenikania ¢®: s3 to punkty przecigcia tworzacych powierzchni stozkowej z podwdjng
tworzaca konoidy - prosta p, Wynika stad, ze kazda plaszczyzna wiazki (X) przecina
pozostala czesc linii  ¢® - krzywa, ktorej prostokatny rzut na z, pokrywa si¢ z rzutem

zdegenerowanym okregu @ - w czterech tylko punktach.
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Mozna réwniez dowie$¢ ze w czterech tylko punktach krzywa ¢’ przecina kazda

plaszczyzna réwnolegla do plaszczyzny okregu - sa to punkty przebicia powierzchni
stozkowej I” przez krzywe przekrojow konoidy tymi ptaszczyznami, ktore jak wiadomo (1) sa
elipsami powinowatymi z okregiem @ .
Przedstawione okolicznosci wydaja si¢ tlumaczy¢ wzrokowa tendencj¢ do kwalifikowania
rzutu zdegenerowanego okregu - krzywej @® - jako krzywa rzedu czwartego. W
rzeczywistosci jadnak taki jej charakter ma miejsce w szczegolnym potozeniu tego okregu - w
polozeniu symetrycznym wzgledem rzutni. Wowczas bowiem symetryczne wzgledem =, sa:
konoida okregu {2 oraz hiperbola przekroju powierzchni I” dowolna plaszczyzna @
prostopadta do rzutni z,. W przypadku takim osiem punktéw przebicia konoidy (2 przez
hiperbole¢ A w rzucie prostokatnym na s, parami si¢ jednocza. W rezultacie rzut ptaszczyzny
@ bedacy prosta @' o dowolnie. wybranym kierunku i polozeniu przecina krzywa @o® w
czterech punktach, co dowodzi, ze jest to istotnie krzywa rzgdu czwartego.

Ponizej zaprezentowano kilka obrazow okregdw w rzucie zdegenerowanym wy-
bierajac rozne ich potozenia. Symbolem S oznaczono ptaszczyzng okregu zas V ?; - rzut
zdegenerowany "Sladu pionowego" tej plaszczyzny. Ostatnie cztery przykiady obrazuja
przypadki, kiedy okrag przecina "rzutni¢" p,
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Warto zwrdcié uwage na punkty podwodjne krzywej bedacej rzutem "z" okregu @
Wystepuja one wowczas kiedy istnieja rownolegte do 7, cigciwy okregdw przecinajace si¢ z

" |l

p, oraz w przypadku kiedy okrag @ przebija rzutni¢ 7,. Z pracy (1) wiadomo, ze obraz
wszystkich punktow rzutni skupiony jest w punkcie X =p, N 7, Tak wigc jezeli zachodzi:
ona=LI to I’=II*"=X

Kolejne rysunki przedstawiaja rzuty zdegenerowane ogdlnie potozonych stozkowych.
Jak mozna bylo przewidzie¢ rzut elipsy nie rozni si¢ zasadniczo od obrazow okregu, natomiast
w przypadku rzutu "z" paraboli krzywa @’ posiada jeden punkt niewtasciwy a w przypadku
hiperboli - dwa punkty niewlasciwe. Jezeli hiperbola lezy w plaszczyznie prostopadtej do
rzutni 7z, - obydwa jej punkty niewlaiciwe w rzucie "z' jednocza si¢ z punktem
niewlasciwym prostej B’ stanowiacej rzut normalny hiperboli na ,.
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THE IMAGES OF THE CIRCLES IN SO CALLED DEGENERATED PROJECTION

The problem of the images of the circles in a special case of Monge method is being

discussed.
The authoress presents the reasoning suggesting that the circles in many positions are

projected into the 4" order curves.
According to the position of the projected circle towards degenerated projection plane

(a straight line) its image may have a cusp or a node.
When the circle intersects the degenerated projection plane its image includes one or

two circles and a supplement - curve or the double counted lines line.
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