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DEGENERACJA RZUTNI W METODZIE MONGE'A

Tradycyjny wyktad odwzorowania w metodzie Monge'a opiera si¢ na tzw.
sprowadzeniu ukfadu przestrzennego rzutni do ptaszczyzny rysunku. Konstrukcja taka, jak
wiadomo, miedzy innymi zaklada obrot jednej rzutni dookota osi rzutow o kat 90°. Zauwazmy
jednak, ze obrét taki mozna pomina¢ zamiennie rozpatrujagc odpowiednio "zatamany" jeden
promien rzutujacy (rys. 1). Jezeli zalozy¢, ze rysunek plaski powstaje z potozenia rzutni
pionowej na ptaszczyzne rysunku (czyli
rzutni¢ pozioma), to wynikowo t¢ sama
sytuacje otrzymuje si¢ przyjmujac, ze promien
pionowo-rzutujacy zatamuje si¢ w punkcie
przebicia 7, i pod katem 45° pada na rzutnig
pozioma. Punkt wspolny tak zalamanego
promienia z rzutnig z, pokrywa si¢ z obro- A
conym rzutem pionowym rozpatrywanego
punktu.

Nalezy oczywiscie przy tym postawi¢ dwa
warunki: 1°- obydwa promienie rzutujace
(normalny, w kierunku prostopadtym do rzut-

ni 7,1 "zatamany") leza w jednej ptaszczyznie rys. 1

i 2°-kat zalamania jest jednoznacznie usta-

lony. Zauwazmy, ze wchodza w rachube dwie mozliwosci - jeden z tych kierunkow oferuje
rozdzielenie (w sensie euklidesowym) rzutoéw punktow obszaru pierwszego przez o$ x - drugi
lokuje takie rzuty po jednej stronie tej osi. Jest oczywiste, ze ogoélnie przyjmowane) zasadzie
rozwijania przestrzennego ukfadu rzutni odpowiada kierunek pierwszy.

Majac na uwadze powyzsze rozpatrzmy
przypadek, w ktorym jedng z rzutni np. 7,
zastapiono prosta p, L 7, (rys. 2). Niech przy
tym p, N x, = X . Jezeli powtdrzymy opisany
sposob konstruowania rzutow otrzymujemy
metode, w ktorej obrazem dowolnego punktu
A jest para rzutow: A', A® takich, ze A' jest
identyczny z rzutem poziomym w metodzie
Monge'a, natomiast rzut A*, w dalszym ciggu
nazywany rzutem zdegenerowanym, spetnia
nastepujace warunki: 4> € A'X, A°X = AA",
a przy zalozeniu, ze 4 nalezy do pierwszego
lub drugiego obszaru, punkt X "euklidesowo" rys.2
rozdziela parg A’ 4.

Jest widoczne, ze tak zdefiniowana metoda odwzorowania ma ceche jedno-jednozna-

cznosct w odniesieniu do ogolnie potozonych punktéw. W przypadku punktow szczegdlnych
mozemy zauwazy¢ nastepujace relacje:




1). Rzuty zdegenerowane wszystkich punk- g
ktow rzutni 7, skupiaja si¢ w punkcie X;
punkt X jest tzw. rzutem skupionym pun-
ktow nalezacych do x, (rys. 3)

2). Rzut zdegenerowany punktu lezacego na
"rzutni" p, jest rozciagly, tworzy go
okrag o $rodku X, ktorego promiefi jest
rowny wysokosci punktu, a w przypadku
punktu niewlasciwego P, “ - prosta nie-
wiasciwa rzutni z,. Punkty takie bedziemy
nazywal punktami osobliwymi.

3). Rzut zdegenerowany punktu niewlasciwe- rys. 3
go N” dowolnej prostej n jest punktem nie-
wiasciwym N “~ identycznym z kierunkiem prostej n’. Wynika to z faktu, ze niewlasci-
wym punktem N * jest rownolegly do rzutni 7, rzut tego punktu na p,.

n_iu

Zbadajmy jaki utwor jest rzutem "z
prostej. W przypadku szczegodlnych potozen
rozstrzygnigcie charakteru obrazu prostej jest
trywialne. Tak wigc np. jezeli g N p, = I . : <
jezeli dana prosta przecina "rzutni¢" p, wo- z’
wczas rzut zdegenerowany wszystkich jej f i X
punktow nieosobliwych zawiera sie w rzucie @ >\
normalnym, prostokatnym, tj ¢’ € ¢°, a dokla-
dniej - jest parg roznych potprostych o wspol- A
nej podstawie ¢’ Dotyczy to rowniez
przypadku rownolegtosci: r // P,, W ktéorym
= r' czyli obydwie potproste uzupetniaja sie rys. 4
do prostej r'. Szczegdlny i tatwy do skons-
truowania obraz prostej ma miejsce wowczas kiedy jest ona rownolegta do rzutni (rys.4).
Jezeli bowiem kazdy punkt takiej prostej ma t¢ sama wysoko$¢ - rzuty "z" wszystkich jej
punktow sa jednakowo odlegle od X , a to
oznacza, Ze zdegenerowanym rzutem proste;
poziomej jest potokrag. Polokrag ten dege-
neruje si¢ do pary symetrycznych wzgledem
X punktdw gdy prosta pozioma przecina si¢ z
rzutnig p, Mozna ustali¢, ze rzutem wszystkich
nieosobliwych punktéw potprostej poziome;,
ktorej poczatek nalezy do p, jest punkt.

Rozwazmy dowolng prosta a, ktora
dla utatwienia przyjmijmy jako dana w rzucie o
cechowanym na 7z, (rys. 5). Skonstruujmy
obraz "z" szeregu punktow lezacych na prostej rys. 5
1,0, -1, Jest widoczne, ze punkty I, (7, -1*
leza na krzywej a® ktora: 1) przechodzi przez punkt X = p,N7x, bedacy obrazem punktu
prostej o zerowej wysokosci (jej sladu poziomego), 2) posiada jeden punkt niewtasciwy - jest
nim obraz "z" niewlasciwego punktu N prostej a zjednoczony z niewlasciwym punktem
rzutu a’.
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Zbadajmy charakter krzywej a*. Przyjmujac uktad osi wspotrzednych w ten sposob by:
0=X; y/la'; x Ly irozpatrujac wspotrzedne dowolnego punktu A krzywej a* mozemy
wyprowadzi¢ rownania:

f=igy (1)

x? +y? =2 @
gdzie:

j=migop;, m=kigy (3)

Jj= kigy igo )

Dla danych zalozen odno$nie prostej a kat ¢ jest staly, wobec czego mamy:

J=cgy (%)

gdzie ¢ jest pewng stata wielkoscia wynikajaca z przyjetych zatozen graficznych. Wzér (5)
traktowa¢ mozna jako réwnanie krzywej stanowiace) rzut "z" prostej a we wspoirzednych
biegunowych. Wielko$¢ j jest wowczas diugoscia promienia wodzacego, a kat y tzw.
amplituda.

Uwzgledniajac relacje (1), (4), 1 (5) w réwnaniu (2) otrzymujemy:

(S

2 2 2

X =C

HNI\C

ty (6)

Ze wzoru tego wynika twierdzenie, ze rzutem zdegenerowanym dowolnej prostej a jest krzy-
wa rzgdu czwartego. Wniosek powyzszy potwierdzimy w dalszym ciagu rozwazaniami o cha-
terze $cisle geometrycznym wykorzystujac nastepujace uwagi i twierdzenia:

Tw.1.
Zdegenerowany rzut ogolnie potozonej prostej a - krzywa @ jednoczy si¢ ze zde-
generowanymi rzutami prostych zbioru {at}, ktorego planem warstwicowym jest pek
prostych o $rodku X, a rzutem normalnym na 7, jest pek prostych rownolegtych do a'
(rys. 6), lezacych po tej samej stronie punktu X.

Prawdziwo$¢ twierdzenia wynika z
wlasnosci rzutu zdegenerowanego, ktory, jak
wspomniano, wszystkim nieosobliwym
punktom poOlproste; poziomej przecinajacej
"rzutni¢” p, przyporzadkowuje jeden wspolny
obraz "z". Zjednoczeniu ulegaja rzuty
zdegenerowane punktdbw o tych samych
wysokosciach, lezacych na poszczegolnych
prostych zbioru {o}, a w rezultacie kazda
prosta tego zbioru moze by¢ praobrazem
zdegenerowanego rzutu a”.

Mozna zauwazy¢, ze proste nalezace do zbioru
{a} nalezg do jednej rodziny tworzacych para- rys. 6

boloidy hiperbolicznej jako takie, ktore slizgajac

si¢ po dwoch skosnych liniach warstwowych np. 1,,1,,, 2,,2,, (rys. 6) pozostaja
rownolegte do ptaszczyzny « prostopadtej do =, i réwnolegtej do a . Rzutnia 7, i ptaszczyzna
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k sg plaszczyznami kierowniczymi tej powierzchni, a linie warstwowe zbioru {o.} - stanowia
druga rodzing jej tworzacych. Prawdziwe jest wiec:

Tw.2.

Praobrazy zdegenerowanego rzutu ogélnie potozonej prostej sa tworzacymi paraboloi-
dy hiperboliczne;j .

Postawmy kolejne pytanie dotyczace praobrazéw w rozpatrywanym rzucie zdege-
nerowanym. Co moze by¢ praobrazem prostej? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie siggnijmy do
zbioru szczegdlnych punktdw - punktow, ktorych obydwa rzuty, ), rzut prostokatny na z, i
zdegenerowany "z" ulegaja zjednoczeniu. Nie trudno zauwazyC, ze zbior taki wypetnia
powierzchnig, a doktadniej potpowierzchnig stozkowa obrotowa I' o osi p,, wierzchotku X
1 kacie rozwarcia réwnym 7 . Taka bowiem powierzchni¢ tworza proste (dokfadnie;:

potproste) przechodzace przez X i nachylone do rzutni 7, pod katem 45° | ktérych kazdy
punkt jest jednakowo odlegly od rzutni 7, i p, Przypomnijmy, ze w metodzie Monge'a role
powierzchni I' odgrywa plaszczyzna dwusieczna obszaru 111 IV.

Rozpatrzmy figure , ktorej obydwa rzuty ulegaja zjednoczeniu i sa prostg f' = f*
(rys.7). Zgodnie z powyzszymi uwagami fi- '
gura taka nalezy doT, przy czym jej rzu- -
tem normalnym, "prostokatnym" jest pro-
sta. Oryginal f jest wigc przekrojem po-
wierzchni ' przez plaszczyzng @ < f,
® Lm,, czyli hiperbola réwnoboczna,

Z powyzszego rozumowania wy-
nika, Ze praobrazem prostej f* jest hiper-
bola f. Jest to jednak praobraz nie jedyny.
Zauwazmy, ze rzut "z" kazdej prostej po-
ziomej t przecinajacej p, i przechodzacej
przez dowolnie wybrany punkt F hiperboli
S przynalezy do f* (doktadnej: punkt F?
Jest rzutem zdegenerowanym odpowiedniej
polprostej poziomej z "wyktutym" punk-
tem osobliwym ). Tak wiec jesli rozwazy¢ rys. 7
zbior {@ Mtakich prostych, to mozna stwierdzié, ze rzut zdegenerowany zbioru {@} jednoczy
si¢ z prosta f7=f? czyli, ze praobrazy prostej J naleza do zbioru {@}. Zauwazmy przy tym,
ze {@} jest powierzchnig prostokreslna, ktorej tworzace spetniaja nast¢gpujace warunki:

1) sg rownolegte do 7, ,

2) przecinajg hiperbole f,

3) przecinaja prosta p, .

Powierzchnia {®} zostala zatem utworzona przez ruch prostej slizgajacej si¢ po dwéch
prostych skosnych p, i t* (gdzie ¢ jest niewlasciwa prosta rzutni 7, ) oraz po krzywej
stopnia drugiego - hiperboli  f- Wiadomo, ze powierzchnia taka jest konoida, czyli powierz-
chnig rzedu czwartego (1). Wynika stad:

Tw.3.

Praobrazy figur, ktérych rzutem zdegenerowanym jest dowolna prosta nieprzynale-
znado X tworza konoidg hiperboli ( réownobocznej ), bedacej przekrojem powierz-
chni stozkowej T ptaszczyzna rownolegta do p,.
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Uwzgledniajac twierdzenia 1 i 3 mozemy ustali¢ rzad krzywej stanowiace] rzut zdege-
nerowany a® ogoélnie potozonej prostej a . W tym celu w plaszczyznie z, obierzmy dowolna
prosta I? i postawmy problem liczby punktow, w ktorych prosta /* przecina krzywa a ?.
Rozwazmy praobrazy krzywej a? i prostej/* Sa nimi: paraboloida hiperboliczna a (por.
tw.2) oraz konoida @. Linia przenikania tych powierzchni: ¢ = a N@® jest zbiorem takich
punktow ktorych rzut zdegenerowany nalezy jednoczesnie do krzywej a” oraz prostej 17 i
rozstrzyga kwestie rzedu a® . Co mozna powiedzie¢ o linii przenikania powierzchni a i @?
Jako czg$¢ wspolna powierzchni rzgdu drugiego 1 czwartego - jest ona krzywa rzedu
6smego. W rozpatrywanym przypadku krzywa ta ulega degeneracji. Jednym z jej elementow
Jest para prostych p, 1 t® nalezacych z zalozenia do obydwu powierzchni, przy czym sg to
proste podwojne konoidy @. Pozostata krzywa rzedu czwartego przechodzi migdzy innymi
przez te punkty, w ktorych nalezaca do konoidy @ hiperbola f przebija paraboloide
hiperboliczna « . Punkty takie sg cztery (uwzgledniajac ewentualne rozwigzania urojone):
fna=12 34 Jezeli przez punkty 1,2, 3, 4 poprowadzimy proste /,,1,,1,, 1,
przecinajace "rzutni¢” p, 1rownolegle do 7, ,tj. przecinajace jednoczesnie t*, zauwazymy,
Ze sa to jednoczesnie tworzace paraboloidy a 1 konoidy @ uzupetlniajace linie przenikania c.
Rzuty zdegenerowane tworzacych [, sa punktami 17 17, 17, 17 lezacymi jednoczesnie na
krzywej & i prostej I* '/. Mozemy wigc ustalié, ze ogdlnie przyjeta prosta / * przecina
zdegenerowany rzut ogdlnie polozonej prostej a - krzywa a® w czterech punktach, co
potwierdza wniosek dotyczacy rzedu tej krzywej wyprowadzony wczesniej z rozwazan
analitycznych 1 dowodzi:

Tw. 4.
Zdegenerowany rzut ogodlnie potozone;)
prostej jest krzywg rzedu czwartego.

Pozostawiajac otwarta sprawe obrazow
bardziej ztozonych figur zwré¢émy jeszcze
uwage na nastepujace relacje:
1.Jest widoczne, ze rownolegte do siebie pro-
ste, potozone symetrycznie wzgledem pun-
ktu X (rys. 8) beda mialy zjednoczone rzu-
ty zdegenerowane. Wynika to z symetrii
odowiadajacych sobie punktow np. 4 1 B
oraz Jjednakowych ich wysokosci z pomi-
nigciem znakoéw. Wobec przyjetej umowy -
A* = B? i konsekwentnie a” = b’
Dla graficznego odréznienia takich prostych
mozna wprowadzi¢ zasade, zgodnie z ktora
tuki krzywych bedacych rzutami elementow
o wysokosciach dodatnich ( lezacych nad
rzutnia 7,) beda rysowane linig ciagta, na-
tomiast te, ktorych wysokosci sa ujemne
-linia przerywana . Odnosny przykiad prze-
dstawia rysunek 9

2.0brazy prostych rownoleglych przechodza rys. 9
przez wspoéliny punkt niewtasciwy promienia

'/ doktadniej wniosek taki dotyczy odpowiednich "pottworzacych”, tj. potprostych
konoidy @ lezacych po tej samej stronie punktu X co hiperbola f .

-11 -



peku (X) rownoleglego do rzutow normal-
nych tych prostych - rys.10. Ponadto, jezeli
rownolegte do siebie proste leza w jednej pla-
szczyznie prostopadiej do z , np. a, b, na ry-
sunku 11 - wowczas zdegenerowany rzut jedne)
znich np: b* mozna traktowac jako " przesu-
niety srodkowo" rzut drugiej - @ *, powstaje on
bowiem poprzez odlozenie na kazdym
promieniu peku ( X ) tej samej dlugosci odcin-
ka, ktéory wyraza roznice wysokosci punktow
prostych na promieniach poiomo-rzutujacych.
Zauwazmy jeszcze przy okazji, ze prosta
taczaca punkt X ze Sladem prostej jest styczna
do rzutu zdegenerowanego prostej w punkcie
X(X0,, X0, -rys.11)

3.0braz prostych przecinajacych si¢ chara-
kteryzuje si¢ tym. ze punkty przecigcia ich je-
dnoimiennych rzutow sa wspoétliniowe z X ;
nalezy przy tym zauwazyé, ze warunek
wspotliniowosci takich punktow  jest
warunkiem koniecznym do tego aby proste
byly w potozeniu nieskosnym, ale nie wystar-
czajacym. Mozna sobie wyobrazi¢ proste
skosne, ktorych rzuty spelniaja powyzszy
warunek. Wystarczy w tym celu wzia¢ pod
uwage jako jedna z nich prosta, ktora przecina
si¢ z p,

4 Przypadek prostopadiosci prostych przy ich
ogolnym potozeniu wzgledem obydwu rzutni
nie wykazuje zadnych prawidtowosci. Jedynie
przy zalozeniu szczegoélnego potozenia co
najmniej jednej z prostych wzglgdem 7, (a tym
samym 1 wzgledem p,) mozna wskaza¢ na
zachowanie si¢ w rzutach pewnej cechy
pozwalajacej na wnioskowanie o prostopadtosci
prostych. W szczegolnosci: (rys. 12)
a)jezeli a Lb i a // 7, wowczas punkt nie-

wlasciwy krzywej b” oraz srednica ogranicza-
jaca polokrag & ustalajg kierunki wzajemnie
prostopadtle,

bljezelia L bia L x4 a [/ p, wowczas je-

dnoczesnie zachodzi b // z, i w efekcie rzut
zdegenerowany takich prostych stanowia;
prosta a@” przechodzaca przez X oraz dowol-
nie wzgledem niej potozony potokrag b7
5.0dwzorowanie plaszczyzny.
Najprostszy sposob odwzorowania plaszczy-

zny a polega na podaniu obrazéw dwoch %
prostych: sladu poziomego h_oraz linii spa-
du s przecinajacej si¢ z "rzutniy" p, Zau-
wazmy, ze rzut "z " Sladu H, jest punktem rys. 13
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X a prosta spadu s spelnia warunek s'Lh, A \\
Elementy powyzsze okreslajace polozenie pla- A k

szczyzny pozwalaja na wnioskowanie o wzajem- -
nym potozeniu dwoch plaszczyzn (réwnolegle, A
prostopadie) w oparciu o konstrukcje znane z AZ o

metody Monge'a.

6.Na koniec rozwazmy mozliwos¢ uogodlnienia
rozpatrywane] metody odwzorowania. Mozna
zalozy¢, ze "rzutnia" p, jest w potozeniu ogdlnym rys. 14
wzgledem =, , tj, ze zachodzi: £(p,, ) # 3.
W takim przypadku przytoczony sposob rozumowania i wynikajace zen konstrukcje mozna
powtorzy¢ zachowujac jedynie warunek rownolegtosci kierunku rzutu na #, do prostej p, i
odpowiednie, indywidualne zatamanie promienia rzutujacego na p, (rys. 14). W miejsce
rzutu prostokatnego mielibySmy wowczas do czynienia z rzutem rownoleglym na z, w
kierunku k / p.. Konsekwencja takiego zatozenia bylaby zmiana powierzchni stozkowej I
odgrywajacej w konstrukcji rolg szczegédlna. Bylaby to wowczas powierzchnia stozkowa
nieobrotowa, ktorej tworzace lezace w poszczegolnych plaszczyznach peku ( p,) sa jedna-
kowo nachylone do krawedzi tych ptaszczyzn z 7, oraz do prostej p, .

Zwr6¢my uwage na to, ze rezygnujac z warunku by w rozwazanej metodzie odlegtos¢

rzutow "z" punktow byla réwna ich wysokosci a dopuszczajac odmierzanie ich w pewnej
skali np. redukujacej je do potowy (co mozna uzyskaé¢ wprowadzajac zatamanie promienia nie
o kat 45° lecz nieco wigkszy od 60°, taki by ctg ¢ = 1/2 ) réwniez mozemy powtdrzyé
opisane wyzej konstrukcje. W konsekwencji takiej zmiany rzut "z" dowolnej prostej bylby
krzywa Srodkowo-podobna do tej, ktora rozpatrzono dla wyjsciowych zatozen, a charaktery-
styczna powierzchnia /™ ulegtaby zmianie wynikajacej z zmniejszenia badz zwigkszenia jej kata
rozwarcia.
Jest mozliwe potaczenie obydwu zatozen uogolniajacych, tj, rezygnacji z prostopadtosci "rzu-
tni" p, do x, oraz skali 1:1 przy nanoszeniu wysokosci punktow. Zasadnicza struktura rozwa-
zah 1 konstrukcji zwiazanych z uogolniajacymi
zalozeniami pozostaje jednak niezmienna.

Kolejnym krokiem w kierunku uogol- l\xs
nienia jest zalozenie, ze W miejsce rzutu A
normalnego (prostokatnego) rozpatruje si¢ rzut
srodkowy z dowolnie obranego punktu § na ' A,
rzutni p,. X
Zbadajmy konsekwencje takiego zalozenia dla AZ : A°
ksztattu powierzchni 17, tj. powierzchni, ktorej
kazdy punkt ma glebokos¢ rowna wysokosci.
Zmodyfikujmy przy tym pojecie glebokosci, P
ktora okresla¢ bedziemy nie jako odlegtosé
punktu od rzutni p, lecz jako odleglos¢ jego
rzutu srodkowego od analogu osi x - pun -
ktu X (rys. 15). rys.15
Rozpatrujac relacje zachodzace w plaszczyzie ¢
zawierajacej promienie rzutujace dowolnego punktu A stwierdzamy, ze punkty powierzchni
I" skonstruowa¢ mozna jako punkty przeciecia homologicznych promieni dwéch pekow:
osrodku § oraz o Srodku T~, gdzie T”c =, . Peki te rzutuja przystajace szeregi o
podstawach a oraz p,, gdzie @ = 7. 7, (rys. 16), sa wiec rzutowe.
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Wynika stad, ze punkty, ktorych wysokos¢ O A JX /; o oz
rowna jest glebokosci leza na stozkowej o. N 7 /_a/
Stozkowa o jest przy tym parabola, gdyz \ \[g V/
promieniowi ST~ peku (§) odpowiada sty- \m -
czna peku (T7) , ktora jest prosta niewlasciwg V7 — oo
(taczaca T z niewtasciwym punktem proste; , > .
p:)

Zwré¢my uwage jednak, ze punkty 7 Ps N

paraboli o nie s3 jedynymi, ktére mozna by
zakwalifikowa¢ do powierzchni I Jezeli na
prostej a rozwazymy szereg odwrotnie przy- rys. 16

stajacy do a (1,2,3,...), tj. a(1,2,3,...) - na

podstawie analogicznych konstrukcji wyznaczymy parabole G symetrycznie polozona
wzgledem o, ktorej punkty rowniez spelniajg warunek rownosci dwoch wspotrzednych:
glebokosci 1 wysokosci. Wnosi¢ wiec mozemy, ze w plaszczyZznie 7 punkty nalezace do
powierzchni I” leza na dwodch parabolach: ¢ i o©. Poniewaz w kazde) plaszczyznie
zawierajacej rzutni¢ p, zachodzi sytuacja identyczna - mozemy ustali¢, ze zbior punktow,
ktére w rozpatrywanym odwzorowaniu (rzut srodkowy na 7, i rzut prostokatny na p, ) maja
te wlasnos¢, ze ich glebokosci rowne sg wysokosciom - wypelnia powierzchnig¢ utworzona
przez obrot parabol ¢ 1 o, dookota osi p,, czyli powierzchnig¢ pierScieniowa p, ktorej
kierujaca sq parabole, a osig obrotu - prosta p, .

Rozpatrzmy jeszcze dalsze uogolnienie
naszego odwzorowania wprowadzajac rzut
srodkowy na 7z, o $rodku § € p, oraz rzut
na p, z prostej ¢ obranej dowolnie na rzutni

7, (rys.17). Zbadajmy co w tym przypadku
bedzie zbiorem punktow, ktorych wysokosci sg
rOwne  glebokosciom. Jak  poprzednio,
rozwazmy relacje zachodzace w dowolnej
plaszczyznie 7 € p,. W plaszczyznie takiej
prezentowana metoda sprowadza si¢ do dwdch
rzutow srodkowych - rzutu o $rodku § oraz
rzutu o Srodku T, gdzie T= v t. Punkty
powierzchni [ tj. takie ktorych wysokosci sg rys. 17
rowne odpowiednim giebokosciom powstaja
z przecigcia homologicznych promieni dwoch pekow: (S) 1 (7). Peki te jako rzutujace
przystajace szeregi punktow o podstawach p, i a (gdzie a =t x, ) sa rzutowe, ich
utworem zatem jest stozkowa o. Rozpatrujac
jak poprzednio obok szeregu a(l,2,..) takze - \ \
odwrotnie przystajacy szereg a (I,2,3,...) A0\ 32 !
otrzymujemy dwie rozne stozkowe o i ©
stanowiace przekrd) plaszczyzng 7 powie-
rzchni I,

Zanalizuyjmy jeszcze rodzaj stozko-
wych o i o . Latwo widac, ze gdyby odcinki
SXi1TX byly rowne - peki (S) i (T) bylyby
w przypadku (@) przystajace, a w
przypadku (a) - odwrotnie przystajace. Wyni- rys.18
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ka stad natychmiast (rys. 18), ze przy tak szczegdlnych zatozeniach stozkowa o jest
okregiem, a stozkowa o - hiperbola rownoboczna, zdegenerowang do pary prostych: s1 TSS.
Zalézmy teraz, ze dokonujemy obrotu plaszczyzny 7 dokofa osi p, , w miar¢ ktorego
dhlugosé odcinka XT rosnie (rys. 19). Wowczas okrag o przeksztatca si¢ w elipse e, a hiper-

. \\my I /2 , v

rys. 19

bola rownoboczna o - w hiperbole nierbwnoboczng h . Przy osiagnigciu polozenia 7 // ¢
punkt T staje si¢ punktem niewlasciwym 1 otrzymujemy przypadek omowiony wczesniej.
W przypadku tym obydwie stozkowe: elipsa e 1 hiperbola h przeksztatcajg si¢ w parabole o
wspolnym srodku T7.
Przeprowadzmy jeszcze krotka dyskusje hiperboli h | w szczegodlnosci konstrukcji asymptot
tej krzywej (rys. 20) .

\\Lj
o~ z |
~. .
\\ | Vs 2=\ 77
- Iy
\\\L a -d‘ X 7 //' ~ prs
v\\ 7 __;j ”‘”.- > - __]T
\ 5 /f/ ”o4 S 7-
\\ ,/ /"‘
/" ~ ’/”’
'z /,/”,
N { 7
rys. 20
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Zauwazmy, ze rownoleglo$¢ promieni pekow (S) i (7) ma miejsce wowczas kiedy w
szeregach (@) i (p,) zostanie uwzgledniona para n, n tworzaca wraz ze Srodkami pekow -
punktami S i T trojkaty podobne: AXIS ~ AXTI

Z podobienstwa wnosimy, ze: =5 — n?>=s-t

Wynika stad, ze n jest $rednia geometryczng iloczynu s-¢, gdzie s i ¢ sa odlegtosciami
srodkow Si T od punktu X . W zwiazku z tym punkty niewlasciwe krzywej h , .
kierunki; asymptot tej hiperboli mozna wyznaczy¢ jak na rys.20.

Podsumowujac stwierdzamy, ze w przypadku gdy odwzorowanie ztozone jest z rzutu
srodkowego na rzutnig¢ 7, i rzutu z prostej f €z, na "rzutni¢" p, - powierzchnia I,
ktorej kazdy punkt ma rowne sobie wysokos¢ i glebokos¢ ma charakter powierzchni
quasi-piercieniowej. Jej przekrojem kazda ptaszczyzna przechodzaca przez p, jest para
krzywych stopnia drugiego.

Poswigcenie uwagi ksztattowi i wiasno$ciom powierzchni I” w kolejno prezentowa-

nych metodach odwzorowan ma swoje uzasadnienie. Odwotujac si¢ bowiem do tych
powierzchni mozna wyprowadzi¢ nowe, by¢ moze w okreslonych przypadkach interesujace
interpretacje przekrojow , punktow przebicia i przenikan. Tak np. wyznaczenie punktow
przeciecia sig z soba dwoch rzutdw prostej a : zdegenerowanego a” i Srodkowego a° (badz
réwnoleglego, prostokatnego) oznacza znalezienie punktow przebicia ta prosta powierzchni I~
Podobnie, wyznaczenie takich punktow dla peku prostych jest rownowazne z konstrukcja
przekroju plaszczyzna (peku) powierzchni 17, a w rezultacie zagadnienie punktow przecigcia
okreslonej krzywej przez prosta mozna sprowadzi¢ do przestrzennej konstrukcji punktow
przebicia powierzchni 1.
Rozpatrujac odwzorowanie, w ktorym rzut zdegenerowany stozkowej jednoczy si¢ z jej
rzutem S$rodkowym badZz rownoleglym mozemy analizowa¢ lini¢ przenikania dwoch
powierzchni: stozkowej badz walcowej z powierzchnia I. W przypadku bardziej
skomplikowanego charakteru tej powierzchni problem moze by¢ interesujacy.

Literatura:

(1) Josef KOUNOVSKY - "Zborcené plochy" Wyd. Jednota Ceskoslovenskych matematika
fysiku , Praha, 1947.

THE DEGENERATION OF ONE OF PROJECTION PLANES IN THE METHOD OF
MONGE

The special case of representation by means of Monge method is being considered,
taking assumption that one of the projection planes is replaced by a straight line.

It is proved that the image of an arbitrary straight line is the curve of 4”order. There
are any problems connected with so called bisecting surfaces. These surfaces being
geometrical locus of equidistant from two projection planes (the one of them is degenerated to
a straight line) points - in relation to the projection - apparatus have the form of cone, torus or
quasi - torus.

The using of the bisecting surfaces seems to allow to solve many geometrical
constructions.
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