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DEGEI{ERACJA RZUTNI W METODZIE MONGE'A

Tradycyjny wykład odwzorowania w metodzie Monge'a opiera się na tzw.
sprowadzeniu układu przestrzennego rzutni do płaszczyzny rysunku. Konstrukcja taka, jak
wiadomo, między innymizak1tada obrot jednej rzutni dookoła osi rzutow o kąt 9O0. Zauwźrzmy
jednak, ze obrot taki mozna pominąc zamiennie rozpatrując odpowiednio ,,załamany'' jeden
promien rzutujący (rys. 1) Jezeli załoŻyc, Że rysunek płaski powstaje z połozenia rzutni
pionowej na płaszczyznę rysunku (czyli
rzutnię poziomą), to wynikowo tę Samą
sytuację otrzymuje się przyjmuj ąc, Że promierl
pionowo-rzufujący załamuje się w punkcie
przebicia lr, i pod kątem 45u pada na rzutnię
poziomą. Punkt wspolny tak załamanego
promien|a z rzutnią lr, pokrywa się z obro.
conym rzutem pionowym rozpatrywanego
punktu.
Nalezy oczywiście przy Ęm postawic dwa
warunki. l0- obydwa promienie rzutujące
(normalny, w kierunku prostopadłym do rzut.
ni r, t .,zał,amany'') lezą w jednej płaszczyźnie
i 20 - kąt załamania jest jednozn acznie usta.
lony. Zauwazmy, Że wchodzą w rachubę dwie mozliwości - jeden z tych kierunkow oferu1e
rozdzie|enie (w sensie euklidesovvym) rzutow punktow obszaru pierwsze go przez oŚ x . drugi
lokuje takie rzuty po jednej stronie tej osi. Jest oczywiste, ze ogolnie przyjmowanej zasadzie
rozwijania przestrzennego układu rzutni odpowiada kierunek pierwszy.

Ma1ąc na uwadze powyzsze rozpatrzmy
przypadek' w ktorym jedną z rzutni np. 7r2
zastąpiono prost4 Pz J r,, (rys. 2). Niech przy

Ęm P, n frl : X . IeŻeli powtorzymy opisany
sposob konstruowania rzutÓw otrzymujemy
metodę, w ktorej obrazem dowolnego punktu
A jest para rzutow: A', A' takich, ie A' lest
idenĘczny z rzutem poziomym w metodzie
Monge'a, natomiast rzut A,, w dalszym ciągu
nazywany rzutem zdegenerowanym, spełnia

następujące warunki .. A, e A,X, .FY : M,
a przy załoieniu, Że A na|eiy do pierwszego
lub drugiego obszaru, punkt X "euklidesowo" rys.2
rozdzie|a parę A, A, .

Jest widoczne, Że tak zdefiniowana metoda odwzorowania ma cechę jedno-jednozna.
czności w odniesieniu do ogolnie połozonych punktow. W p,'ypadku punktow szczego\nych
mozemy zauutaĄc następujące relacje:

rys. I

L-
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l). Rzuty zdegenerowane wszystkich punk-
któw rzutni zr, skupiają się w punkcie X;
punkt X jest tzw. rzutem skupionym pun-
któw nalezących do z' (rys. 3)

2). Rzut zdegenerowany punktu leżącego na
''rzutni'' 

Pz jest rozciągty; tworzy go
okrąg o środku X, ktorego promień jest
rowny wysokości punktu, a w przypadku
punktu niewłalściwego P, - - prosta nie-
włalściwa rzutni zq,. Punkty takie będziemy
nazywali punktami osobliwymi.

3). Rzut zdegenerowany punktu niewłaściwe-
go N- dowolnej prostej łr jest punktem nie-
właściwym N -', idenĘcznym z kierunkiem
wym punktem N,'- jest równolegĘ do rzutni

Zbadajmy jaki urwor jest rzutem "2"

rys. 3

proste.; z'. Wynika to z faktu, ze niewłaści-
r, rzut tego punktu na p z.

prostej. W przypadku szczególnych położeń
rozstrzygnięcie charakteru obrazu prostej jest
trywialne. Tak więc np jezeli Q n Pz t o tj
jezeli dana prosta przecina ''rzutnię'. 

P, *ó-
wczas rzut zdegenerowany wszystkich j"j
punktow nieosob|iwych zawiera się w rzucie
normalnym, prostokątnym, tJ q, e q,, a dokła-
dniej - jest parą roznych połprostych o wspo|-
nej podstawie q,. Dotyczy to rownież
przypadku rownoległości' r /l Pz, w ktorym
f : r,czyli obydwie półproste uzupełniają się
do prostej r,. Szczególny i łatrvy do skons-
truowania obraz prostej ma miejsce wowczas
Jeżeli bowiem kazdy punkt takiej prostej ma
punktów są jednakowo odległe od X , a to
oznacza, że zdegenerowanym rzutem prostej
poziomej jest połokrąg. Połokrąg ten dege-
neruJe się do pary symetrycznych względem
X punktow gdy prosta pozioma przecina się z
raltnią p, Mozna ustalic, ze rz|]tem wszystkich
nieosobliwych punktow połprostej poziomej,
ktorej początek na|eĄ do p,jest punkt.

Rozwazmy dowolną prostą rr, ktorą
dla ułatwienia przyjm5my jako daną w rzucie
cechowanym na ftt ( rys 5 ). Skonstruujmy
obraz ''z'' szeregu punktow lezących na prostej
1o, 0,, -1". Jest widoczne, ze punkty I', (f , -f
|eżą na krzyr,vej a' ktora: l) przechodzi przez punkt X: p,r)lt, będący obrazem punkru
prostej o zerowej wysokości (';ej śladu poziomego), 2) posiada jeden punkt niewłaściwy - jest
nim obraz ''z'' niewłaściwego punktu N- prostej a zjednoczony z niewłaściwym punktem
rzutu a'.

rys. 4

kiedy jest ona równoległa do rzutni (rys a)
tę samą wysokośc - rzuty ''z'' wszystkich jej

rys. 5

Ż\ :
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Zbadajmy charakter krzyweJ ć. Przyjmując układ osi wspołrzędnych w ten sposob by:
o: X; y lla, ; x L y irozpatrując wspołrzędne dowolnego punktu A, V*rrywej ć mozemy
wyprowadzić rownania:

' ; - tgv

x7 + yz : i2
gdzie.

j :m tgę ;  m:k tgy l  ( 3 )

j :  k tgy t t gg

( l )

(2)

(4)

(s)

(6)

Dla danych załozen odnośnie prostej a kąt q jest staĘ, wobec czego mamy:

j : c tgy t

gdzie c jest pewną stałą wielkością wynikającą z prTyjęrych załoŻe graficznych. Wzor (5)
traktowac mozna jako rÓwnanie krzywej stanowiącej rzut,,z,, prostej a we wspÓłrzędnych
biegunov\ych. Wielkośc 7 jest wowczas dfugością promienia wodzącego, a kąt V tz\^ł.
amplitudą.

Uwzględniając relacje (l), (4), i (5) w rÓwnaniu (2) otrzymujemy:

x f + ! 2 : c 2
. , f
v

7

Ze wzoru tego wynika twierdzente, Że rzutem zdegenerowanym dowolnej prostej a jest |<rzy-
wa rzędu czwartego.Wniosek powyzszy potwierdzimy w dalszym ciągu ronxtaŻaniami o cha.
terze ściśle geometrycznym wykorzystując następujące uwagi i twierdzenia:

Tw.  l .
Zdegenerowany rzut ogolnie połozonej prostej a - V'rzywa ć jednoczy się ze zde-
generowanymi rzutami prostych zbioru {a}, ktorego planem warstwicowym jest pęk
prosĘch o środku X, a rzutem normalnym na t, jestpęk prosfych rownolegĘch do a,
(rys. 6), |eizących po tej samej stronie punktu X.

Prawdziwośc twierdzenia wynika z
własności rzutu zdegenerowanego, ktory, jak
wspomniano, wszystkim nieosoblin ry*
punktom połprostej poziomej przecinającej
''rzutnię', 

P, przyporządkowuje jeden wspolny
obraz ,,z,,. Zjednoczeniu ulegają rzuty
zdegenerowane punktow o tych samych
wysokościach, lezących na poSzczegolnych
prosĘch zbioru (cr}, a w rezultacie kuzda
prosta tego zbioru moze być praobrazem
zdegenerowanego rzufu ć.
Mozna zauwaŻyć, ze proste nalezące do zbioru
{ ct } nale żą dojednej rodziny tworzących para-
boloidy hiperbol tcznej j ako takie, ktore ślizgaj ąc

rys. 6

się po dwoch skośnych liniach warstwolvych np. 7 otl oz , 2 ot2 oz (rys. 6) pozostają
rownoległe do płaszczyzny K prostopadłej do n, i rownoległej do a . Rzutnia lr, i ptaszcTyzna

I
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K są płaszczyznami kierowniczymi tej powierzchni, a linie warstwowe zbioru {61} . stanowią
d*gą rodzinę jej tworzących. Prawdziwe jest więc.

Tw.2.
Praobrazy zdegenerowanego rzutu ogolnie połozonej prostej są tworzącymi paraboloi-
dy hiperbolicznej .

Postawmy kolejne pytanie dotyczące praobrazÓw w rozpatrywanym rzucie zdege-
nerowanym. Co moze byc praobrazem prostej? Aby odpowiedziec na to pytanie sięgnijmy do
zbioru szczegolnych punlctow . punktow, klorych obydwa rzuĘ , tj, rant prostokąt ny na r, i
zdegenerowany ,,z, ulegają zjednoczeniu. Nie trudno zauwaĄc, ie iaia, taki wypełnia
powierzchnię, a dokładniej połpowierzchnię stozkową obrotową f o osi p, ,.wierzchoiku X
i kącie rozwarcia rownym ź Taką bowiem powierzchnię tworzą proste (dokładniej.
połproste) przechodzące przez X i nachylone do rzutni ftl pod kątem 45o , ktorych kazdy
punkt jest jednakowo odlegty od rzutn i ,, i p,. Przypomnłmy, że w metodzie Monge'a rolę
powierzchni I- odgryw a płaszczyzna dwusieczna obszaru II i ry.

Rozpatrzmy figurę , ktorej obydwa rzuĘ ulegają zjednoczeniu i są prostą f : f 
,

(rys.l). Zgodnte z powyzszymi uwagami fi-
gura taka na|eĄ do f , przy czym jej rzu-
tem normalnym, ''prostokątnym'' jest pro-
sta. oryginał / jest więc przekrojem po-
wierzchni f przez p,taszcryznę Q.f ,
Q J-r,, cry|t hiperbolą rownoboczną.

Z powyzszego rozumowania wy-
nika, ze praobrazem prostej f 

' jest hiper-
bola /. Jest to jednak praobraz nie ledyny.
ZauwaŻmy, że rzut ]|z]) kazdej prostej po-
ziomej t przecinającej Pz iprzechodzącej
przez dowolnie wybrany punkt F hiperboli
f przyna|eĘ do f, (dokładnej: punkt F,
jest rzutem zdegenerowanym odpowiedniej
połprostej poziomej z ''wykfutym'' punk-
tem osobliwym ). Tak więc jeśli rozwuzyć
zbior {a}takich prosĘch, to mozna stwierdzic, Że rzut zdegenerowany zbioru {a}jednoczy
się z prostą f :f ,, czy|i, ze praobrazy prostej f na|eiządo zbioru {a} ZauwuŻmy przy tym,
że {o}jest powierzchnią prostokreślną ktorej tworzące spełniają następujące warunki:
l) są rownoległe do r, ,
2) przecinają hiperbol ę f ,
3) przecinają prostą p, .
Powierzchnia {a} została zatem utworzona przez ruch prostej Ślizgającej się po dwoch
prostych skośnych Pz i t* (gdzie l. jest niewłaściwą prostą rzutni lt, ) oraz po krzywej
stopnia drugiego . hiperboli l Wiadomo, ze powierzchnia taka jest konoidą 

",yii 
powierz-

chnią rzędu czwartego (l). Wynika stąd:

Tw.3.
Praobrazy figur, ktorych rzutem zdegenerowanym jest dowolna prosta nieprzynale-
zna do X tworzą konoidę hiperboli ( rownobocznej ), będącej prżekroj.'io*ierz-
chni stozkowej f płaszcZyznąrownoległądo p, .

ry$7

/ l
. / i

. / l

, /  - - -  Ą
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Uwzględniając twierdzenia l i 3 mozemy ustalić rząd krzywej stanowiącej rant zdege-
nerowany ć ogolnie połozonej prostej a . W tym celu w płaszczyźnie lt, obierzmy dowolną
prostą I, i postawmy problem liczby punktow, w ktorych prosta l, przecina krzywą a,.
Rozwazmy praobrazy krzywej a, I prostej /'. Są nimi: paraboloida hiperboliczna a (por.
tw.2) oraz konoida tD. Linia przenikania Ęch powierzchni: c : a nQ jest zbiorem takich
punktow ktorych rzvt zdegenerowany na|eĘjednocześnie do krzywej A, oraz prostej l, i
rozstrzyga kwestię rzędu ć . Co mozna powiedzieć o linii przenikania powierzchni a i @ ?
Jako część wspolna powierzchni rzędu drugiego i czwartego - jest ona krzywą rzędu
osmego. W rozpatrywanym przypadku krzywa ta ulega degeneracji' Jednym zjej elementÓw
jest para prosĘch Pz I t- nalezących z załoienia do obydwu powierzchni, prTy crym są to
proste podwojne konoidy o' Pozostała krzywa rzędu czwartego przechodzi między innymi
przez te punkty, w ktorych naleząca do konoidy a hiperbola f przeblja paraboloidę
hiperbol|czną a . Punkty takie są cztery ( uwzględniając ewentualne rozwięania urojone):

f n a : 7, 2, 3, 4. Jezeli przez punkty I, 2, 3, 4 poprowadzimy proste l, 12, Ij, l,
przecinające ,,rzvtntę,, p, i rownolegte do ft, , tj. przecinające jednocześnie t*, zauwaĘmy,
ze są to jednocześnie tworzące paraboloidy a i konoidy o uzupełniające linię przenikania c.
Rzuty zdegenerowane tworzących I,, są punktami Ił, lł , l,,, l,, lezącymi jednocześnie na
krzyrvej ć i prostej I , , /. Mozemy więc ustalić, ze ogolnie przyjęta prosta l, przecina
zdegenerowany rzut ogolnie połozonej prostej a - V'rrywą ć w czterech punktach, co
potwierdza wniosek dotyczący rzędu tej krzywej wyprowadzony wcześniej z rozvtażail
analitycznych i dowodzi:

Tw. 4.
Zdegenerowany rzut ogolnie połozonej

prostej jest krzywą rzędu czwartego.

Pozostawiając otwartą sprawę obrazow
bardziej złoŻonych figur zwroćmy jeszcze
uwagę na następujące relacje:
l 'Jest widoczne, ze rÓwnoległe do siebie pro-

ste, połozone symetrycznie względem pun-
ktu X (rys. 8) będą miały zjednoczone rzu-
ty zdegenerowane. Wynika to z symetrii
odowiadających sobie punktow np. A i B
orazjednakowych ich wysokości z pomi-
nięciem znakÓw. Wobec przyjętej umowy -
A,: B'i konsekwentnie ć:b,.
Dla graficznego odroznienia takich prostych
mozna wprowa dzić zasadę, zgodnie z lK. rą
łuki krz1.rvych będących rzutami elementÓw
o wysokościach dodatnich ( lezących nad
rzutnią T,) będą rySowane linią ciągłą na-
tomiast te, ktorych wysokości są ujemne
.linią przerywaną . odnośny przykład prze-
dstawia rysunek 9

2.obrazy prosĘch rÓwnoległych przechodzą
przez wspolny punkt niewłaściwy promienia

rys- 8

rys. 9

,/ dokładniej wniosek taki dotyczy odpowiednich ,,pÓłtwor zących,,,t.1. połprostych
konoidy o leźzących po tej samej stronie punktu X co hiperbola /.
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pęku (X) rownoległego do rzutÓw normal-
nych tych prosĘch - rys.lO. Ponadto, jezeli
rownoległe do siebie proste |eŻą w jednej pła-
szczyźnie prostopadłej do t t nP. a, b, na ry-
sunku I I - wowczas zdegenerowany rzut jednej
z nich np: b' moana traktowac jako " przesu-
nięty środkowo'. rzut drugiej - a, , powstaje on
bowiem poprzez odłozenie na kazdym
promieniu pęku ( X ) tej samej dfugości odcin-
ka, ktory wyreria roznicę wysokości punktow
prostych na promieniach poiomo-rzufujących.
ZauvtaŻmy jeszcze przy okazji, Że prosta
ltącząca punkt X ze śladem prostęj jest styczna
do rzutu zdegenerowanego prostej w punkcie
X ( XO", XO, - rys.l l)

3.obraz prostych przecinających się chara-
kteryzuje się tym. ze punĘ przecięcia ich je.
dnoimiennych rzutow są wspołliniowe z X ;
na|eĄ przy Ęm zauwaĄc, Że warunek
wspołliniowości takich punktow jest
warunkiem koniecznym do tego aby proste
były w połozeniu nieskośnym, ale nie wystar-
czającym. Mozna sobie wyobrazic proste
skośne, ktorych rzuĘ spełniają powyzszy
wanrnek. Wystarczy w tym celu wziąc pod
uwagę jako jedną z nich prostą ktora przecina
się z Pz

4.Przypadek prostopadłoŚci prostych przy ich
ogolnym połozeniu względem obydwu rzutni
nie wykazuje żadnych prawidłowości. Jedynie
przy załozentu szczegolnego połozenia co
najmniej jednej z prosĘch względem t, (a tym
Samym i względem P ) mozna wskazać na
zachowanie się w rzutach pewnej cechy
pozwalającej na wnioskowanie o prostopadłości
prostych. W szczego|ności: (rys. 12)
a).jezeli aJb i a l l o, wowczźlspunktnie-

własciwy krąnvej b, oraz średnica ogran|cza-
jąca połokrąg ć ustalają kierunki wzajemnie
prostopadłe,

b).jezeli a J- b i a J- fr, tj a ll p, wowczas je-
dnocześnie zach odzi b ll ,, i w efekcie rzut
zdegenerowany takich prostych stanowią:
prosta tf przechodząca przez X oraz dowol.
nie względem niej poło Żony połokrąg b, .

5.odwzorowani e płaszczyzny .
Najprostszy sposob odwzorowania płaszczy-
zny a, polega na podaniu obrazÓw dwoch
prostych: śladu poziomego h o oraz linii spa.
du s przecinającej się z ''rzutnią', p,. Zau-
wazmy, ie rzut , z,, śladu Ą jest punktem

rys.10.

rys. 11

rys. 12

- t2-
rys. 13



X a prosta spadu s spełnia warunek s,J- h,.
Elementy powyŻsze określające połozenie pła-
szczyzny pozwalają na wnioskowanie o wzajem-
nym połozeniu dwoch płaszczyzn (rÓwnoległe,
prostopadłe) w oparciu o konstrukcje znane z
metody Monge'a.

6.Na koniec rozwuŻmy mozliwość uogolnienia
rozpatrywanej metody odwzorowania. Mozna
załoĄc, Że,,rzutnia,, P,jest w połozeniu ogolnym
względem r, ,ti, Że zachodzi. Z(p,, tt) t i
W takim przypadl.u p''ytoczony sposob rozumowania i wynikając e ze konstrukcje mozna
powtorzyc zachowując jedynie warunek rÓwnoległości kierunku rzufu na ftI do prostej Pz i
odpowiednie, indywidualne załamante promienia rzutującego na p, (rys |4). W miejsce
rzufu prostok'ątnego mielibyśmy wÓwczas do czynienia z rzutem rownoległym na Tt w
kierunku k ll p,. Konsekwencją takiego za1tozenia byłaby zm|ana powierzchni stozkowej r
odgrywającej w konstrukcji rolę szczego|ną. Byłaby to wowczas powierzchnia stozkowa
nieobrotowa, ktorej tworzące lezące w poszczegolnych płaszczyznach pęku ( p,) są jedna-
kowo nachylone do krawędzi tych pł,aszczyzn z tI orazdo prostej P, .

Zwrocmy uwagę na to, Że rezygnując z warunku by w ronxtaŻanej metodzie odległość
rzutÓw ||z|| punktow była rowna ich wysokości a dopuszczając odmierzanie ich w pewnej
skali np. redukującej je do połowy (co mozna uzyskac wprowadzając załamanie promienia nie
o kąt 450 lecz nieco większy od 600, taki by ctg 9 

__ I/2 ) rownie Ż mozemy powto rzyc
opisane wyŻej konstrukcje. W konsekwencji takiej zmiany rzut |]z|| dowolnej prostej byłby
krzywą środkowo-podobną do tej, ktorą rozpatrzono dla wyjściowy ch założen, a charaktery.
sĘczna powierzchnia /-uległaby zmianie wynikającej z zmniejszenia bądź zwiększenia jej kąta
rozwarcia.
Jest mozliwe połączenie obydwu załoŻe uogolniających, t1, rezygnacji z prostopadłości ,,rz|).

tni'' p, do rI oraz skali l:l przy nanoszeniu wysokości punklow. Zasadntcza struktura rozwa-
źza i konstrukcji zwięanych z uogolniającymi
załoieniami pozostaj e j edn ak niezmienna.

Kolejnym krokiem w kierunku uogol-
nienia jest załoŻenie, Że w miejsce rzufu
normalnego (prostokątnego) rozpatruje się rzut
środkowy z dowolnie obranego punktu .s na
rzutnt p r.
Zbadajmy konsekwencje takiego zał,oŻenia dla
kształtu powierzchni I- , tj. powierzchni, ktorej
kuŻdy punkt ma głębokośc rÓwną wysokości.
Zmodyfikujmy przy tym pojęcie głębokości,
ktÓrą określac będziemy nie jako odległość
punktu od rzutni p, lecz jako odległość jego
rzufu środkowego od analogu osi x - pun -
ktu X(rys. l5). rys. l5
Rozpatrując relacje zachodzące w płaszczyżie r
zawierającej promienie rzurujące dowolnego punktu A stwierdz&my, ze punĘ powierzchni
/- skonstruować mozna jako pun}Cfy przecięcia homologicznych promieni dwoch pękow:
o środku ^s' oraz o środku T' gdzie T-e T1 . Pęki te rzutują przystające szeregi o
podstawach a oraz p,, gdzie a : T r) rl (rys. 16), sąwięc rzutowe.

rys. 14
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Wynika stąd, ze punĘ, ktorych wysokość
rowna jest głębokości |eŻą na stożkowej o.
Stozkowa o jest przy tym parabolą , gdyż
promieniowi sr pęku (S) odpowiada sty-
c?na pęku (T), ktÓra jest prostą niewłaściwą
(łączącą T- z niewłascinrym punktem prostej
Pz )

Zwrocmy uwagę jednak, Że punkty
paraboli o nie są jedynymi, ktÓre mozna by
zakwalifikowac do powierzchni f. Jezeli na
prostej a rontaĘmy szereg odwrotnie przy-

stający do a (I,2,3,...), tj i 7T,7,3,...) - na
rys. 16

podstawie analogicznych konstnikcji wznaczymy parabolę o symetrycznie połozoną
względem a,, ktorej punkty rowniez spełniają warunek rowności dwoch wspołrzędnych:
głębokości i wysokości. Wnosic więc mozemy, Że w płaszczyźnte r punkty nalezące do
powierzchni r lezą na dwoch parabolach: o i o. Poniewaz w ka:Źdej płaszczyźnie
zawterającej rzutnię Pz zachodzi sytuacja identyczna - mozemy ustalić, ie zbtor punktÓw,
ktÓre w rozpatrywanym odwzorowaniu (rzut środkowy na ąi rzut prostokątny na p2 ) mają
tę własność, ze ich głębokości rowne są wysokościom . wypełnia powierzchnię utworzoną
przez obrot parabol o i o, dookoła osi P, , ę4|i powierzchnię pierścieniową p, ktorej
kierującą są parabole, a osią obrofu - prosta p,

Rozpatrzmy Jeszcze dalsze uogolnienie
naszego odwzorowania wprowadzając rant
środkowy na ftI o środku S ę p, oraz rzut
na p z z prostej I obranej dowolnie na rzutni

7rr (rys. l7). Zbadajmy co w tym przypadku
będzie zbiorem punktow, ktorych wysokości są
rÓwne głębokościom. Jak poprzednio,
rozltażmy relacje zachodzące w dowolnej
płaszczyźnte t e P, . W płaszczyznie takiej
prezentowana metoda sprowadza się do dwoch
rzutow Środkowych - rzufu o środku .S oraz
r zu fuośrodku  T ,gdz i e  f  -  r a t .  Punk ty
powierzchni I-, tj. takie ktorych wysokości są
rowne odpowiednim głębokościom powstają
z przecięcia homologicznych promieni dwoch
przrystające szeregi punk1ow o podstawach P z
utworem zatem jest stozkowa o. Rozpatrując
jak poprzednio obok szeregu a(I,2,...) także
odwrotnie przystający szereg a ( T,7,5,... )
otrzymujemy dwie rozne stozkowe o i o
stanowiące przekroj płaszczyzną r powie-
rzchni f.

Zanalizujmy jeszcze rodzaj stozko-
}!ych o ' o . Łatwo widać, ze gdyby odcinki
sx i rX byty rÓwne . pęki (S) i (T) byłyby
wprzypadku (o) przystające, a w
przypadku (") - odwrotnie przystające. Wyni-

pękow: (S/
i a (gdzie

rys. 17

i (T) Pęki te jako rzufujące
a =T (\ T, ) są rzutowe, ich

i  A ,  X i

6 -  svsT

- t4 -

rys. 18



ka stąd naĘchmiast (rys. l8), żze przy tak szczegolnych założeniach stożkowa o jest

okręgiem, a stozkowa o . hiperbolą rownoboczn% zdegenerowanądo pary prostych: s i TS.
Zajtożmy teraz, ze dokonujemy obrotu płaszczyzny r dokoła osi P z , w miarę ktorego
dfugośc odcinka XT rośnie (rys. 19). Wowczas okrąg o przekształca się w elipsę e, ahiper-

rys. l9

bola rownoboczna o - w hiperbolę nierownoboczną h ' Przy osiągnięciu połozenta r // t
punkt T staje się punktem niewłaściwym i otrzymujemy przypadek omowiony wcześniej.
W p''ypadku tym obydwie stozkowe: elipsa e i hiperbola h przekształcająsię w parabole o
wspolnym środku T-.
Przeprowadzmy jeszcze krotką dyskusję hiperboli h , w szczegolności konstrukcji asymptot
tej krzywej (rys 20)

rys. 20
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Zauważmy, ze rÓwnoległośc promieni pękow (s) i (T) ma miejsce wÓwczas kiedy w
szeregach (a) i ( p,) zostanie uwzględniona para ft, fl tworzącawrazze środkami pękow -

punktami .s i T trojkąty podobne. AXIS - ^XTI
Z podobienstwa wnosimy, że.. * = * _> n2 = s . t
Wynika stąd, ze n jest średnią geometryczną iloczynu S . t, gdzie s i t są odległościami
środkow si  T odpunktu X. WzutiązkuzĘmpunktyniewłaściwekrrywej h ,  t j .
kierunki; asymptot tej hiperboli mozna Wznaczyc jak na rys.20.

Podsumowując stwierdz&ilY, Że w przypadku gdy odwzorowanie złoizone jest z rzvtv
środkowego na rantnię r, i rzutu z prostej t er, na ''rzutnię', 

Pz - powierzchnia r ,
ktorej kazdy punkt ma rÓwne sobie wysokośc i głębokośc ma charakter powierzchni
quasi-pierścieniowej Jej przekrojem kazdą płaszczyzrlą przechodzącą przez Pz jest para
krzywych stopnia drugiego.

Poświęcenie uwagi ksztattowi i własnościom powierzchni r w kolejno prezentowa-
nych metodach odwzorowari ma swoje uzasadnienie. odwofując się bowiem do tych
powierzchni mozna wyprowadzić nowe' byc moze w określonych przypadkach interesujące
interpretacje przekrojow , punktow przebicia i przenikafi. Tak np. Wznaczenie punktow
przecięcia się z sobą dwoch rzutÓw prostej a . zdegenerowanego ć i środkowego a" (bądź
rÓwnoległego, prostokątnego) oznacza zna|ezienie punktÓw przebicia tą prostą powierzchni ,l-
Podobnie, wznaczenie takich punktow dla pęku prostych jest rownowazne z konstruk.ją
przekroju płaszczyznąbęku) powierzchni f , 4 w rezultacie zagadnienie punktow przecięcia
określonej krąnvej przez prostą mozna sprowadzic do przestrzennej konstrukcji punktow
przebicia powierzchni f .
Rozpatrując odwzorowanie, w ktorym rn:rr zdegenerowany stozkowej jednoczy się z jej
rzutem środkowym bądź rownoległym mozemy analizować linię przenikania dwÓch
powierzchni: stozkowej bądź walcowej z powierzchnią r. w przypadku bardziej
skomplikowanego charakteru tej powierzchni problem moze byc interesujący.

Literatura:

(1) Josef KOLTNOVSKY -,,Zborcene plochy'' Wyd. Jednota CeskoslovensĘch matematika
fysiku , Praha, L947 .

THE DEGENERATION OF ONE OF PROJECTION PLANES tN THE METIIOD OF
MONGE

The special case of representation by means of Monge method is being considered,
taking assumption that one of the projection planes is replaced by a straight line.

It is proved that the image of an arbitrary straight line is the curve of 46order. There
are any problems connected with so called bisecting surfaces. These surfaces being
geometrical locus of equidistant from two projection planes (the one of them is degenerated to
a straight line) points - in relation to the projection - apparatus have the form of cone, tonrs or
quasi - torus.

The using of the bisecting surfaces seems to allow to solve many geometrical
constructions.
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