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3.3.2. Odcinek AB lezy na zewngtrz sfery A

Gdy odcinek AB znajduje si¢ na zewnatrz sfery i nie jest do niej styczny, to w plasz-
czyznie rysunku punkt M jest zewngtrznym punktem okregu £ (O,R). Srodki sfer stycznych do
okregu ¢ w jego punktach 7; leza na prostych a; taczacych punkty stycznosci ze srodkiem O
okregu t. Natomiast m.g. punktéw réwnoodlegltych od wierzchotkéw AABT; sa proste s;
przechodzace przez srodki O; okrggdw opisanych na tych trdjkatach i prostopadlych do ich
plaszczyzn. Z tych samych co w p.3.3.1. powodow proste a; 1s; zawarte sq w plaszczyznie
rysunku. Tak wigc $rodki §; sfer €2; zawierajacych punkty 4 1 B i rdéwnoczesnie stycz-
nych do okrggu # sa punktami przecigcia si¢ tych prostych (§; = a; ns;).
Analogicznie jak w p.3.3.1 zbiorem punktdw F; symetrycznych do punktow T'; wzgledem
$rodkow O; okregdéw opisanych na AABT; jest okrag f bedacy antyinwersyjnym obrazem
okregu t wzgledem okregu k (M, a). Srodek S ipromien r okregu f wyznaczamy analo-
gicznie jak w p.3.3.1. Traktujac te okregi zamiennie, punktom 7T;"=F; beda przyporzad-
kowane w tym przeksztalceniu punkty F;*=T;. Z tych samych powodow co w p.3.3.1
punkty O;*=0;, proste s;* = s;, natomiast proste a;* jako zbiory srodkow sfer stycz-
nych do okregu f w punktach T;"=F; sa prostym1 %qczqcyml te punkty ze $rodkiem §
okregu f Punkty S;* przeciecia prostych a;* 1 s;"=s; jednocza sie z punktami §;.
Wynika stad, ze odleglos¢ punktéw §; od obydwu okregdw ¢ 1 f sa takie same (S;T;=
S;F;). Punkty P i Q naleza do zbioru $rodkéw §; poniewaz sg punktami prostej OS row-
noodlegtymi od okregéw ¢t 1 f (PT;,=PF; i QT,=QF;). Z rownosci tych odcinkow i
wzajemnego polozenia wymijajacych si¢ okregow £(O,R) i f(S,r) wynika rownos¢ od-
cinkow SP 1 0Q. dtugos¢ odcinka PQ = R + r, atakze ze PQ < OS (rys.7). Spostrzegamy
ponadto, ze odcinki SS; sa rowne sumie odcinkow S;F; 1 SF; =r, a odcinki S;.
T;=S8;F; sa sumami odcinkéw OS; 1 OT; = R. Z tych dwoch réwnosci otrzymujemy relacje
postaci §S; - 0S; =R +r. Trojkaty AS;T;F; sarownoramienne, w ktoérych symetralne
s; bokow T; F; sa dwusiecznymi katéw przy wierzchotkach §; Spostrzezone zaleznosci w
zbiorze srodkow S; sa charakterystycznymi wlasciwosciami hiperboli. Tak wigc udowodnio-
no twierdzenie orzekajace. ze zbiorem srodkow §; sfer €2; zawierajacych punkty 4 i B i
zarazem stycznych do sferv 4 przy tych zatozeniach jest hiperbola o osi rzeczywiste) PQ = R
+r. dla ktorej punkty O i § sa ogniskami (stalymi). a proste s; dwusieczne £ 0S8 ;S jej
stycznymi w punktach §;.
Nalezy zauwazyc Jeszcze ze promienie m; pgku prostych M (m;) przecmajq okrag f po raz
drugi w punktach T'; badz 53 do niego styczne w punktach 7T;=T; (i=1,2). W przypadku
pierwszym s$rodki S ; " sfer £2; " spelniajacych warunki brzegowe sa punktaml przeciecia pro-
stych a;"=0T; zprostymi s; przechodzacymi przez srodki o okregéw opisanych na
AABT;" i prostopadtych do ich ptaszczyzn. Z prostopadiosci prostych s; i s;  do tvch sa-
mych plaszczyzn 7; zawierajacych AdBT; i AABT; wynika ich réwnolegtosé. Z kolei z
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rownoleglosci stycznych do stozkowej wynika, ze ‘odcinki ograniczone punktami stycznosci
tych stycznych sg jej srednicami. Srednice hiperboli $;8; " przecinaja jej o$ rzeczywista PQ
w punkcie V, ktory jest jej srodkiem.

W przypadku drugim w peku prostych M (m;) przy tych zalozeniach istnieja tylko dwa takie
promienie m; (i=1,2). ktore sa styczne do okregu ¢t w punktach T; = T,-* (i=1,2). Srodki S;
(i=1,2) sfer £2; (i=1,2) spelniajacych natozone warunki, podobnie jak poprzednio winny si¢
znalez¢é w punktach przeciecia prostych a; (i=1,2) i s; (i=1,2). Z przynaleznosci promieni
m; (i=1,2) stycznych do okregu t oraz AABT; (i=1,2) do tej samej ptaszczyzny 7; (i=1,2) i
prostopadtosci prostych a; (i=1,2) 1 s; (i=1,2) do niej wynika ich réwnolegtos¢ (a; / Si).
Tak wiec srodki §; (i=1,2) szukanych sfer £2; sa w tym przypadku nieokreslone, a sfery te
degeneruja si¢ do plaszczyzn 7; (i=1,2) przechodzacych przez punkty 4 i B i stycznych do
sfery A. Proste a;/s; (i=1,2) prostopadte do tych plaszczyzn wyznaczaja kierunki asympto-
tyczne hiperboli (rys.7).

3.3.3. Odcinek AB jest styczny do sfery A

Jezeli odcinek 4B rownolegly do plaszczyzny potggowej a jest styczny do sfery 4,
to w plaszczyZnie rysunku punkt M jest punktem okregu #(O,R). Promienie m; pgku pro-
stych M (m ;) przecinaja okrag ¢ po raz drugi w punktach T; (rys.8). Srodki S§; sfer £2;
zawierajacych punkty A i B i zarazem stycznych do sfery A analogicznie jak w p.3.3.2. 53
punktami przeciecia prostych @;=O0T; z prostymi s; przechodzacymi przez srodki O;
okregow opisanych na AABT; i prostopadtych do ich plaszezyzn. Punkty F'; symetryczne do
punktow T; wzgledem srodkéw O; tych okregow sa obrazami antyinwersyjnymi punktow T;
rozwazanego okregu ¢ zawierajacego punkt M, wzgledem okregu k (M, a). Z wlasciwoscei
antyinwersji, jak rowniez z przeprowadzonego dowodu w p.2.2. wynika, ze zbiorem punktow
F; przy tych zalozeniach jest prosta f prostopadia do prostej MO. Antyinwersja jest inwolu-
cja, a zatem okregi ¢ i f mozna traktowac zamiennie. Zatézmy teraz, ze F;=T;". Analo-
gicznie do ustalen p.3.3.2 punkty F;* antyinwersyjne obrazy punktow T ;¥ zjednocza sig z
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Rys. 8

punktami T, srodki O;* okregdéw opisanych na A4BT} pokryja si¢ z punktami O, a proste
s;* zjednoczg sig z prostymi s ;. Natomiast $rodki S i* sfer stycznych do prostej f w punk-
tach T;,°=F; beda zawarte w prostych a;* przechodzacych przez punkty stycznosci i pro-
stopadtych do prostej £ Punkty §;* przeciecia sig prostych a;* i s, =s5; Jjednocza sie z pun-
ktami §; poniewaz odcinki S;T; i S,F; oraz S;T;* i S;*F;* musza by¢ rowne
(punkty T;=F;* i T;* =F; lezana tej samej sferze o srodku S; = S;"). Punkt P prostej
MO zuwaginato, ze PT = PF nalezy do zbioru punktow §; Trojkaty AT;S;F; sarow-
noramienne, a wiec symetralne s; ich bokéw T; F; sa dwusiecznymi katéw przy wierzchol-
kach §;. Poprowadzone przez srodek O okregu ¢ proste n; prostopadle do prostych s;
przecinajg je w punktach L; aproste a@;* w punktach NV;. Trojkaty AN;S;0 sa trojkata-
mi rownoramiennymi, a wiec S;N;=0S; dla kazdego punktu §; tego zbioru. Ponadto réw-
nos¢ odcinkéw OL; i L;N; implikuje przynaleznos¢ punktéw N; do prostej k réwnoleglej
do prostej f i przechodzacej przez punkt K symetryczny do punktu O wzgledem punktu P.
Podobnie zbiorem punktow L; jest prosta s // J 1 przechodzaca przez punkt P.

Na podstawie wykazanych wlasciwosci tego zbioru, stwierdzamy, ze srodki S; sfer £2; prze-
chodzacych przez punkty 4 i B i réwnoczesnie stycznych do sfery 4 przy tych zalozeniach
leza na paraboli o osi MO i wierzchotku P, dla ktorej srodek O okregu ¢ jest ogniskiem (sta-
tym). a prosta k jej kierownica (rvs.8).

3.3.4. Odcinek AB zawiera $rodek sfery A

Jezeli odcinek AB rownolegly do plaszczyzny potegowej a zawiera Jej srodek beda-
¢y rownoczesnie srodkiem tego odcinka, to na plaszczyznie rysunku punkt M zjednoczy sie
ze srodkiem O okregu f (O,R). Dla kazdego punktu T; tego okregu srodki §; sfer £2; za-
wierajacych punkty 4 i B i zarazem stycznych do sfery A sg punktami przeciecia prostych
a;=0T; zprostymi s; przechodzacymi przez srodki O; okregédw opisanych na AABT; i
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prostopadtymi do ich plaszczyzn 7;. Punkty F; bedace antyinwersyjnymi obrazami punktow
T; okregu t, wzgledem okregu k(M,a), z uwagi na symetri¢ srodkowg leza na wspotsrod-
kowym z tym okregiem, okregu f antyinwersyjnym obrazie okregu £ Promien okregu f
réwny jest dtugosci odcinka OF; = r. Punkty §; przeciecia sie prostych a; i s, jednocza sie
ze Srodkami O; okregéw opisanych na AABT;, poniewaz proste a; jednocza sie rzutami
plaszczyzn tych trojkatow. Tak wiec zbiorem $rodkéw S; sfer £2; przechodzacych przez
punkty 4 i B iréwnoczesnie stycznych do okregu ¢ (a tym samym do sfery 4) jest w tym
przypadku wspotsrodkowy z okregami ¢ i f, okrag, ktorego promien réwny jest dhugosci
odcinka OS;=R-r;, gdzie r; jest promieniem okregu opisanego na A4BT; (rys.9).

Rys. 9

Z rozwazan punktu 3.3 wynika, ze na plaszczyznie antyinwersyjnej niezdegenerowane krzywe
stopnia drugiego sa punktami réwnoodlegtymi od dwéch statych i wzajemnie wymijajacych
si¢ okregow, z ktorych tylko jeden moze przyjaé postaé prostej. Z uwagi na inwolucje jeden z
nich mozna traktowa¢ jako m.g. punktéw stycznosci okreslonych sfer z ptaszczyzna/sfera, zas
drugi (zamiennie) jako zbiér “ruchomych” ognisk bedacych antyiwersyjnymi obrazami punk-
tow stycznosci w przeksztalceniu antyinwersyjnym okreslonym za pomoca tych okregow.

3.4. Punkty A4 i B jednoczg si¢

W przypadku jednoczenia sig punktéw dyskutowane beda zbiory srodkow §; takich
sfer £2;, ktore przechodza przez jeden punkt i s zarazem styczne do danej sfery A. Przy tych
zalozeniach w kazdej plaszczyznie u; peku (wiazki) ptaszczyzn o osi (wierzchotku) faczacej
punkt M ze srodkiem O sfery 4 (M=0), m.g. punktow stycznosci szukanych sfer z dang
sferg jest okrag #;, w ktorym plaszczyzna Hi przecina dang sfere. W zaleznosci od polozenia
punktu M=A=B wzgledem sfery A(O,R), a tym samym wzgledem okregu ¢;(O,R)
srodki §; rozwazanych sfer beda roznymi zbiorami.

3.4.1. Punkt M lezy wewnatrz sfery A i jest punktem réznym od jej srodka

Jezeli punkt M jest wewnetrznym punktem sfery A nie jednoczacym si¢ z jej $rod-
kiem, to na plaszczyznie rysunku utozsamianej z kazda plaszczyzna u; peku (wiazki) plasz-
czyzn, punkt M jest réwniez wewnetrznym punktem okregu ¢; réznym od jego $rodka
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(rys.10). Dla kazdego punktu T; okregu ¢; srodki §; sfer £2; zawierajacych punkt M i
stycznych do okregu ¢; w punktach T; sa punktami, w ktorych symetralne s; odcinkow
MT,; przecinaja proste a; laczace punkty stycznosci ze srodkiem O okregu t;. W trojka-
tach réwnoramiennych AT;S;M, boki S iT; 1 §;M saroéwne, a symetralne s; bokéw
MT; sa dwusiecznymi katow przy wierzchotkach §;. Punkty P i Q prostej MO takie, ze
PM =PT; i QM = QT naleza do zbioru srodkéw S;. Z réwnosci tych odcinkow oraz poto-
zenia punktu M wzgledem okregu £; (O, R) wnosimy o réwnosci odcinkéw MP i 09,
dtugosci odcinka PQ = R oraz, ze PQ > MO. Zauwazamy ponadto, ze odcinki OT; = R sg
sumami odcinkow §;0; i §;T; =S;M. A zatem MS; +0S; =R. Wykazane zalezno-
sci w zbiorze punktéw S; sa charakterystycznymi wlasciwodciami elipsy. Tak wigc na kazdej
ptaszczyznie u; peku plaszczyzn o osi /=MO zbiorem $rodkow S i sfer £2; przechodza-
cych przez punkt M i stycznych do sfer 4 jest elipsa o dhugosci osi duzej PQ = R, dla kto-
rej punkty M i O s ogniskami, a proste s; dwusieczne katow przylegtych do katow
Z0S8;M jej stycznymi w punktach ;. Promienie peku prostych M (m;) zawierajace
punkty 7; okregu ¢; przecinajg go jeszcze po raz drugi w punktach T, . Symetralne s; odcin-
kow MT; przecinaja proste a; = OT; w punktach S;, ktére sa rowniez srodkami sfer
spetniajacych okreslone warunki. Z przynaleznoéci odcinkéw MT; i M T:" do tych samych
promieni m; pgku prostych wynika réwnolegtosé symetralnych s; i s;. Odcinki §;5;"
ograniczone punktami stycznosci, stycznych rownoleglych sa srednicami elipsy przecinajacy-
mi jej o$ duza w punkcie V - srodku tej stozkowej. Te przystajace elipsy o wspolnej osi gene-
rujag w przestrzeni obrotowa elipsoide wydluzona, ktérej powierzchnia jest zbiorem $rodkow
sfer przechodzacych przez punkt M i stycznych do danej sfery 4 (rvs.10).

3.4.2. Punkt M jest zewnetrznym punktem sfery A

Gdy punkt M lezy na zewnatrz sfery A, to na plaszczyZnie rysunku punkt ten jest
rowniez zewngtrznym punktem okregu #; (rys.11). Dla dowolnego punktu 7; tego okregu,
konstrukcja srodkow S; sfer ; speiniajacych natozone warunki, sprowadza si¢ do znale
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Rys. 11

zienia punktéw, w ktérych symetralne s; odcinkéw M T'; przecinajg proste a;=O07T ;. W row-
noramiennych trojkatach AMS;T; boki S;M; i S;T; sa réwne, a symetralne s; bokow
M T; potowia katy przy wierzchotkach §;. Punkty P i @ bedace srodkami odcinkow M T i
M T sg zarazem $rodkami sfer stycznych w punktach T; (i=1,2) do okrggu ¢;. Z rownosci
odcinkow PT; 1 PM oraz QT, i QM i polozenia punktu M wzgledem okregu ¢;
wynika rownos$¢ odcinkow M P 1 O0Q, dhlugos¢ odcinka PQ = R, a takze ze PQ < MO
(rys.11). W trojkatach rownoramiennych AM S ; T; nie trudno zauwazyé, ze S;M=S;T;, a
SiT; = S;0 +(OT;=R). Z tych dwoch réwnosci otrzymujemy rownosé trzecia postaci
S:M - §;0 = R. Wykazane zaleznosci zbioru punktow S; sa charakterystycznymi wtasci-
wosciami hiperboli. A zatem udowodniono, ze w kazdej plaszczyznie y; peku plaszczyzn o
osi I = MO zbiorem $rodkéw §; sfer €2; przechodzacych przez punkt M i stycznych do
okregow ¢; jest hiperbola o osi rzeczywistej PQ = R, dla ktorej punkty M i O sa ogniskami,
a proste s; jej stycznymi w punktach §;.

Warto jeszcze zauwazyc ze promienie m; peku prostych M (m;) przecmajq okrag t; po
raz drugi w punktach T, badz sa do mego styczne w punktach T;,= T (=1,2.). Jezeh T, =
T;, to symetralne s; odcinkow M T; przecinaja proste a; = O T w punktach S ktore
sg rowniez srodkami sfer spetniajacych nalozone warunki. A poniewaz odcinki M T; i MT; i

zawarte sg W tych samych promlemach m; peku prostych M (m;), to ich symetralne s; i
si sa réwnolegle. Odcinki §;§; ograniczone punktami stycznosci tych stycznych (s; // s; 9
sq Srednicami hiperboli przecinajacymi jej o$ rzeczywista w punkcie V bedacym jej srod-
kiem.

Gdy T;=T; wowczas w peku prostych M (m;) istnieja dwa promienie m; (i=1,2) stycz-
ne w tych punktach do okregu ¢; (rys.11). Symetralne s; (i=I,2) odcinkow M T;" (i=1,2) sa
w tym przypadku rownolegte do prostych a;'=OT; zawierajacych promienie stycznosci ko-
respondujace ze stycznymi m; (i=1,2). A zatem $rodki S; (i=1,2) szukanych sfer sa nie-
okreslone, gdyz sfery te degeneruja si¢ do ptaszczyzn 7; (i=1,2) przechodzacych przez punkty
M 1 stycznych do sfery A.



Proste a; /s;  (i=1,2) okreslaja kierunki asymptotyczne hiperboli. Te przystajace hiperbole
zawarte w plaszczyznach u; pegku plaszezyzn I(u;) tworza w przestrzeni obrotowa dwu-
powlokowa hiperboloide o osi /, ktéra jest zbiorem srodkow sfer przechodzacych przez punkt
i stycznych do danej sfery.

3.4.3. Punkt M jednoczy si¢ ze Srodkiem sfery A

Przy tych zalozeniach, na plaszczyznie rysunku punkt M jednoczy si¢ ze srodkiem O
okregu ;. W kazdej plaszczyznie u; wiazki plaszczyzn o wierzchotku M = O, $rodki S; sfer
£; przechodzacych przez punkt M i stycznych do okrggu #; sa punktami, w ktérych sy-
metralne s; odcinkow M T; przecinaja proste a; laczace punkty stycznosci ze srodkiem O
okregu t;. Srodki tych sfer jednocza si¢ ze $rodkami odcinkéw M T;, a ich zbiorem jest
okrag wspotsrodkowy z okrggiem ¢;, ktérego promien jest polowa promienia okregu £;. Te
przystajace okregi o wspolnym $rodku, zawarte w plaszczyznach wiazki plaszczyzn generuja
sfere, ktdra w przestrzeni jest zbiorem srodkéw sfer przechodzacych przez srodek danej sfery
i stycznych do niej (rys.12).

Rys. 12

3.4.4. Punkt M jest punktem sfery A
Jezeli punkt M jest punktem sfery A (O, R) . to zbiorem srodkow §; sfer £2; stycz-
nych w tym punkcie do sfery A4 jest prosta / faczaca punkt stycznosci z jej srodkiem (I =M O).

Reasumujac wyniki rozwazan p.3 niniejszej pracy, stwierdzamy, iz zbiorami Srodkow
sfer przechodzacych przez dwa rozne badz jednoczace si¢ punkty i zarazem stycznych do
danej sfery moga by¢ punkt, prosta, okrag, elipsa, parabola, hiperbola, sfera, elipsoida obro-
towa wydhuzona i hiperboloida obrotowa dwupowlokowa, a miejscem geometrycznym ich
punktow stycznosci z dang sfera punkt, maly i wielki okrag oraz sfera.



Z udowodnionych wiasciwosci niezdegenerowanych stozkowych w p.3.4. wnosimy, ze stoz-
kowe te podobnie jak parabola moga by¢ zdefiniowane na plaszczyznie euklidesowej jako
zbiér punktow rownoodlegtych od stalego punktu i stalego okregu/prostej. Jest to rozszerzenie
znanej definicji paraboli na pozostale krzywe stopnia drugiego. Wynika stad, ze na plaszczyz-
nie kazda niezdegenerowana stozkowa moze by¢ w sposob jednoznaczny okreslona za pomo-
cg punktu i okregu/prostej nie zawierajacego tego punktu.

Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na bardzo interesujace spostrzezenie wynikajace z dyskusji uzy-
skanych wynikow w p.1.4., p.2.3. 1 p.3.4.4. niniejszego artykulu. Zauwazamy, ze w omowio-
nych tam przypadkach m.g. srodkéw O; odcinkéw M T; sa okregi podobnie potozone do
okregow ¢; badz proste rownolegle do prostych ¢. Srodkiem podobienstwa tych okregdw jest
punkt M. Srodki te jak tatwo zauwazyé sa spodkami stycznych do rozwazanych stozkowych.
Tak wiec rozwazania nad zbiorami srodkéw sfer spetniajacych okreslone w p.1.4, p.2.3. i
p.3.4 warunki doprowadzily autora do znanej w literaturze konstrukcji stozkowych za pomoca
krzywych spodkowych [3]. Ta przypadkowa zbieznos¢ uzyskanych wynikéw potwierdza ich
prawdziwos¢ oraz poprawnos¢ rozumowania.

Zauwazamy. ze w przypadkach opisanych w p.3.3 otrzymane stozkowe sg roéwniez obwied-
niami stycznych przechodzacych w tym przypadku przez srodki okregéw opisanych na
AABT; iprostopadlych do ich ptaszczyzn.

Tak wiec i w tym przypadku spodki stycznych do rozpatrywanych stozkowych zgodnie z defi-
nicja [3] tworza krzywe spodkowe. Spodki O; sa srodkami odcinkéw T'; F';, ktorych punkty
koncowe sg wzajemnymi obrazami w przeksztalceniu antyinwersyjnym wzgledem okregu
k(M,a). W zaleznosci od potozenia wymijajacych si¢ okregow i stosunku ich promieni,
m.g. $rodkéw tych odcinkow sa krzywe spodkowe stozkowych okreslonych tymi okr¢gami,
bedace na ogdt krzywymi stopnia czwartego. Na rys. 13a, b i ¢ kolejno pokazano leminiskatg
jako krzywsa spodkowg korespondujaca z hiperbolg réwnoboczna, strofoide przypisang para-
boli oraz kardioid¢ bedaca krzywa spodkowa elipsy. Badania wiasciwosci tych krzywych, a
takze ich relacji z zespolonymi z nimi stozkowymi sa niepetne i wymagaja kontynuacji.




b)

Rys. 13

4. Konstrukcje stozkowych

W kazdym na ogét podreczniku badz skrypcie z geometrii wykreslnej lub rysunku
technicznego, a takze i réznorodnych przewodnikach technicznych mozna znalez¢ pewna
ilo§¢ najrozmaitszych konstrukeji krzywych stopnia drugiego wynikajacych zarowno z przyj-




mowanych w nich definicji, jak i sposobéw ich okreslania. Konstrukgje te nie sg w wigkszosci
przypadkéw jednakowe dla wszystkich rodzajéw stozkowych i sa konstrukcjami stozkowej
“miejsca” badz “obwiedni”. Z otrzymanych wynikéw badan nad zbiorami $rodkow sfer spel-
niajacych okreslone warunki mozna wyprowadzié¢ uniwersalne konstrukcje stozkowych po-
zwalajace na wykreslanie ich stycznych wraz z punktami stycznosci. Zaproponowany kine-
matyczny i zarazem uniwersalny sposob kreslenia biezacych punktéw stozkowej wraz ze
stycznymi moze by¢ inspiracja do zbudowania odpowiedniego przyrzadu do mechanicznego
ich wykreslania.

4.1. Konstrukcja stozkowej okreslonej dwoma wymijajacymi si¢ okregami

Z rozwazan p.3.3. wynika , ze dwa wspdlplaszczyznowe i wzajemnie wymijajace sie
okregi okreslaja w spos6b jednoznaczny niezdegerowana krzywa stopnia drugiego, bedaca
zbiorem punktéw rownoodleglych od tych okregdw. Jezeli okregi te wymijaja si¢ wewnetrz-
nie, to otrzymujemy elips¢/okrag, a jezeli zewngtrznie to generuja hiperbole. W przypadku
gdy jeden z tych okrggdéw jest prosta zbiorem punktéw réwnoodleglych od takich okregow
jest parabola. Przed podaniem algorytmu konstrukcji nalezy uprzednio znalezé $rodek M
okregu antyiwersyjnego, ktéry jest réwniez w sposob jednoznaczny okreslony za pomoca
wymijajacych si¢ okrggow.
W tym celu przez srodki tych okregéw #(Q,R) i f(S,r) prowadzimy plaszczyzne prosto-
padia do plaszczyzny rysunku. Plaszczyzna przecina te okregi odpowiednio w punktach T;
(=1,2) 1 F; (i=1,2). W kladzie tej ptaszczyzny na plaszczyzne rysunku wykreslamy pot-
okregi ¢; (i=1,2) o srednicach T;F; (i=1,2), a nastepnie ich punkt przeciecia A4 rzutujemy
na plaszczyzng rysunku. Punkt M = A4’ jest szukanym srodkiem okregu antyinwersyjnego o
promieniu @ = A M. Jezeli jeden z tych dwdch okregéw np. f jest prosta, to punkt M jest
tym punktem z dwu punktéw przecigcia okregu ¢ prosta, zawierajaca jego srodek i prostopa-
dig do prostej f, ktory znajduje si¢ blizej tej proste;.

Algorytm konstrukcji nr 1 (rys.14)

- m; - dowolny promien pgku prostych M (m ;)

-m; Nt =T/ (j=11/j=1,2)

-OT,‘j = a,-j

-m; N f=F/

-SF/ = b/ dlaj=1; b/ 1 f)

-ail N b =58/ - punkt (y) stozkowej

-8/ s,-j L m; -styczna (e)do stozkowej w p. S/




Rys. 14

4.2 Konstrukcja stozkowej okreslonej punktem i okregiem

Z kolei z rozwazan p.3.4 wynika, iz staly punkt plaszczyzny i jej okrag nie zawierajacy
tego punktu okreslaja w sposob jednoznaczny niezdegenerowana stozkowa jako zbior punk-
tow réwnoodleglych od punktu 1 okregu. Jezeli punkt ten lezy wewnatrz okregu, to okreslona
Jest elipsa/okrag, a jezeli jest punktem zewngtrznym, to otrzymujemy hiperbole. W przypad-
ku, gdy okrag jest prosta, zbiorem punktéw réwnoodleglych od stalego punktu i stalej prostej
jest parabola.

Przed przystapieniem do konstrukcji stozkowej wykreslamy okrag/prosta o bedacy m.g. s$rod-
kow O; odcinkéw MT;. Okrag ten jest podobny do okregu £ (o srodku podobienstwa w punk-
cie M) i promieniu réwnym polowie promienia okregu z. ‘

Algorytm konstrukcji nr 2 (rys.15)

- m; - dowolny promien pgku prostych M (m ;)




-m; nt=T7 (G=11j=1,2)

-m; MO0 = Oij

0T/ = a/ (laj=1; a/ L t)

-0/ cs J L m; - styczna (e) do stozkowej
—al Nns? =S8 i - punkt (y) stycznosci




-

Jako przyklady ilustrujace zastosowanie tych konstrukcji sg rozwiazane dwa zadania
Zadanie 1

Dana jest niezdegenerowana stozkowa okreslona za pomoca dwoch wewnetrznie wymijaja-
cych si¢ okrggow (niewspolsrodkowych) oraz dowolna prosta zawarta w jej plaszczyznie.
Nalezy wykreslic styczne do tej stozkowej wraz ich punktami stycznosci réwnole-
gle/prostopadte do danej proste;j.

Rozwigzanie zadania 1 (rys.16)

Zalozmy. ze dana prosta d nie jest prostopadia do prostej taczacej $rodki O i S danych okre-
gow t 1 f. Jezeli styczne do tej stozkowej s; (i=1,2) / s; (i=3,4) maja by¢ réwnole-
gle/prostopadle do danej prostej d, to po uprzednim znalezieniu srodka M okregu antyinwer-
syjnego (p.4.1) prowadzimy przez niego promien m; (i=1,2) peku prostych M (m ;) prosto-
padly/réwnolegly do danej prostej d. Nastepnie korzystajac z algorytmu konstrukcji nr 1 wy-
kreslamy odpowiednie styczne wraz z ich punktami stycznosci spetniajace zalozone warunki.
Tak skonstruowane dwie sSrednice elipsy (ogolnie stozkowej) nie sa jej para Srednic sprzgzo-
nych co tatwo zobaczy¢ na rys.16. Przy zalozeniu, ze dana prosta d jest prostopadta do prostej
taczacej srodki danych okregdw rozwigzaniem tego zadania sg styczne do elipsy w punktach
ograniczajacych jej osie PQ i UW (rys.16).




Zadanie 2
Dla elipsy okreslonej osiami znalez¢ dowolna parg jej Srednic sprzgzonych
Rozwiazanie zadania 2 (rys.17)

Znajac osie PQ i UW danej elipsy wyznaczamy jej ogniska. Z rozwazaf p.3.4.1. wynika ,ze
sposob okreslenia elipsy za pomoca osi i ognisk jest rownowazny ze sposobem okreslenia jej
za pomoca punktu i okregu. Tak wigc jedno z tych ognisk przyjmujemy jako wierzchotek
peku prostych M (m;), za$ drugie za $rodek O okrggu £ o promieniu R = PQ. Nastgpnie dla
dowolnego promienia m; pgku prostych M (m;) za pomoca algorytmu konstrukcji nr 2 wy-
znaczamy $rednice 4 ; B; elipsy wraz ze stycznymi w tych punktach. Prowadzac przez punkt
M promien m ; prostopadly do uprzednio skonstruowanej srednicy 4; B; oraz wykorzystujac
po raz drugi ten sam algorytm otrzymujemy druga Srednicg C;Dj, ktorej styczne w punktach
ja ograniczajacych sa rownolegte do $rednicy 4;B; (zadanie 1). Wynika stad, ze promienie
m; i m; peku prostych M (m;) sa promieniami sprz¢zonymi, a tym samym skonstruowane
srednice 4;B; i CjD; saparg srednic sprz¢zonych stozkowe;j (rys.17).

Rys. 17




5. Whnioski koncowe

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

Krzywe stopnia drugiego mozna traktowa¢ jako zbiory srodkow sfer przechodzacych
przez dwa rézne badz jednoczace si¢ punkty i zarazem stycznych do proste;j, plaszczy-
zny albo sfery.

Zbiorem $rodkow sfer w przestrzeni, ktdre zawieraja punkt i sg styczne do plaszczy-
zny/sfery moze by¢ sfera, elipsoida obrotowa wydtuzona, paraboloida obrotowa i hiper-
boloida obrotowa dwupowlfokowa.

Miejscem geometrycznym punktéw stycznosci rozwazonych sfer z prosta, plaszczyznag
badz sferg moze by¢ punkt, para punktéw, prosta, plaszczyzna .okrag (maly i wielki) i
sfera.

Dwa wspotptaszezyznowe i wzajemnie wymijajace si¢ okregi okreslajg antyinwersje.
Antyinwersja na plaszczyznie moze by¢ realizowana za pomocg stozkéw normalnych o
wspolnym wierzchotku i wspdlnej wysokosci.

Zbiorem punktoéw plaszczyzny rownoodleglych od jej dwéch statych i wzajemnie wy-
mijajacych sig¢ okregéw jest niezdegenerownana krzywa stopnia drugiego.

Zbiorem punktéw plaszczyzny réwno oddalonych od staltego jej punktu i okregu/prostej
jest niezdegerowana krzywa stopnia drugiego (rozszerzenie znanej definicji paraboli na
pozostate stozkowe)

Wprowadzono pojecie “ruchomego™ ogniska dla stozkowej okreslonej dwoma wymija-
jacymi si¢ okregami jako antyinwersyjnego obrazu punktu stycznosci sfery z plaszczy-
zng badz sfera.

Zbiorem ruchomych ognisk okregu, elipsy i hiperboli jest zawsze okrag, paraboli -
okrag badz prosta.

5.10. Krzywa spodkowa stozkowej okreslonej za pomoca statego punktu i okregu/prostej jest
okrag/prosta.

5.11. Krzywa spodkowa stozkowej okreslonej dwoma statymi wzajemnie wymijajacymi sie
okregami jest krzywa stopnia czwartego, krzywa stopnia trzeciego badz okrag.

5.12. Zaproponowane algorytmy konstrukcji jednakowe dla kazdej stozkowej (niezdegenero-
wanej) pozwalaja na kreslenie stycznych wraz z ich punktami stycznosci.
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CONICS AS SETS OF CENTERS OF SPHERES PASSING THROUGH
TWO POINTS AND TANGENT TO STRAIGHT LINE, PLANE OR
SPHERE

The paper presents results of studies on sets of centers of spheres containing two
different points or common point, and at the same time tangent to straight line, plane or
sphere.

The studies proved that these sets are conics and in the case of spheres passing through
point and tangent to the plane or sphere — surfaces of revolution in the form of sphere,
ellipsoid, paraboloid and double-sheet hyperboloid. Well known definition of parabola, as a
set of equally — distant points from fixed point and straight line, has been extended to the
remaining nondegenerated conics via exchange straight line into circle. In this work original
general definition of nondegenerated conics as a set of equally — distant points from two fixed
and coplanar reciprocally passing circles was also given. Only one of these sets can be the
straight line. It has been proved that two of these circles define anti-inversion and it could be
realised on plane with orthogonal cones with common vertex and height. The results of these
studies were also two algorithms of universal kinematic conic constructions which let us
determine tangent line with its tangent point. The solutions of two exercises are given as
ilustrating examples there.

Rec. drinz. Janina GLOMB
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