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STOZKOWE
PRZECIJoDZĄCYCH

JAKO ZBIORY SRODKOW SFER
PRZEZDWA PUNKTY I STYCZNTYCH DO

PROSTEJ, PŁASZCZYZNY BĄDZ SFERY - CZĘSC n

3.3.2. odcinek AB |ezy na zewnątrz sfery A
Gdy odcinek AB znajduje się na zewnątrz sfery i nie jest do niej styczny, to w płasz-

cryźnie rysunku punkt M jest zewnętrznym punktem okręgu t (o,R). Srodki sfer stycznych do
okręgu l w jego punktach T;|eŻąna prostych a i ł'ączących punkĘ styczności ze środkiem o
okręgu r. Natomiast m.g. punktow rÓwnoodlegĘch od wierzchołkÓw AABT1 są proste S i
przechodzące przez środki o; okręgÓw opisanych na tych trojkątach i prostopadĘch do ich
pł'aszcryzn. Z fych samych co w p.3.3.1. powodÓw proste ai i s; zawarte są w płaszcryźnie

rysunku.TakwięcśrodkiSi sfer ai zawierającychpunkfy A i B irÓwnocześnieStycz-
nych do okręgu l sąpunktami przecięcia się tych prostych (Si : a i ns;).
Analogiczniejak w p.3.3.l zbiorem punktow F; symetrycznych do punktow Ti rł'zględem
środkÓw oi okręgow opisanych na AA,BT1 jest okrąg / będący antyinwers,vjnym obrazem
okręgu t wzg|ędemokręgu k(M,a/.Srodek 'S ipromien r okręgu f *yznaczarfly analo-
gicznie jak w p.3.3.1. Traktując te okręgi zamiennie, punktom Tr,:Fi będą przyporząd-
kowane w tym przekształceniu punkty F r,:T r. Z tych samych powodow co w p.3.3.1
puŃty o i,:o;, proste si' _ Si'' natomiast proste o i* jako zbiory środkow sfer sĘcz-
nych do okręgu f rł. puŃtach T r, : F i są prostymi łączącymi te punkqv ze środkiem S
okręgu / Punkty Si- .  przecięciaprostych ai ,  i  s;*:5- jednocząSię zpunktamiSi.
Wynika stąd, ze odległośc punktow Si od obydwu okręgow t i f są takie Same (Si Ti:
SiFi). Punkry P i Q na|eŻądo zbioru środkow S;. poniewaŻ są puŃtami prostej oS row-
noodległymi od okręgow l i f er t:PF t i QTy:QFz). Z rowności tych odcinkow i
wzajemnego połoŻenia w1mrjających się okręgow t(o'R) i f(S,r,) rłynika rorłność od-
cinkow.,SP i oQ, długość odciŃa PQ: R ł r, atabe Że PQ. os (rys.7). Spostrzegamy
ponadto. ze odcinki SSi są rowne sumie odciŃow SiFi i ^SF; : |, d odcinki S;-
T i:Si Fi Są Sumami odcinkow o Si i oTr: R. Z tych dwoch rÓwności otrąvmujemy relację
postac i .SS i  -oS i :R*r .  Tro jkąty  AStT iF i  sąrÓwnoramienne,Wktorychsymetra lne
si bokolv T iFi sĄ dwusiecznymi kątorł' przy wierzchotkach S; SpostrzeŻone zaleŻności w
zbiorze środkow S; są charakterystycznymi właściwościami hiperboli. Tak więc udowodnio.
no tw,ierdzenie orzekające,. ze zbiorem środkow Si sfer {) 1 Zawierających punkt"v ,4 i B i
zarazem sĘcznych do sfer:. A przy Vch zał'oŻeniach jest hiperbola o osi rzeczywistej PQ - R
+r. dla ktorej punlit1'o i .s są ogniskami (stĄmi). a proste s; dr,tusieczne ZOS;.S jej
styczn,vmi w punktach .S i .
Nalez1' zauv'aĘc jeszcze. Że promienie m i pQku prosĘch M (m i) przecinają okIąg t po raz
drugi l,t' punktach T i bądź są.do niego styczne 'uv punktach T i:T i ęt:t,2).w prąpadku
pierwsąvm środki Si" sfer J2;" spełniających warunki brzegowe Są punktami przecięcia pro-
stych ai*:oTi* zprost} ' 'mi 'S; przechodzącymiprzezśrodki o;-okręgowopisanychna
AABT; i prostopadĘch do ich ptaszcryzn. Z prostopadłości prostych .$; i s i 

- 
do Ęvch sa-

mych płaszcryzn Ti zawierających AABTI i AABTi-wynika ich rorvnoległość . Zko|ei z
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PT=PFt
QT2=QF2

1 . R+y=z+r-y
z=2y

2. R+x=z+R-x
x=y

3. pe=r-x+z+R_x
PQ=R+r

4. PQ=OS-2x
.si =s i

Rys. 7

rÓwno1egłości stycznych do stozkowej wynika, Że.odcinki ograniczone punktami styczności

tych sty&nych 'ł jej średnicami. Srednice hiperboli SiS ,* p,,""inają jej oś rzecrywistąPQ

w punkcie V, ktory jest jej środkiem.
W przypadku drugim w pęku prosĘch M ( m i) prry fych załoŻeniach istnieją tylko 9*u takie

promienie ftl i G:1,2). ktore są styczne do okręgu l w punktach Ti: Tł Q:1,2). Srodki Si

(i:1,2) sfer l2; (i:1,2) spełniających nałoione warunki, podobnie jak poprzednio winny się

znaleź:cwpunktachprzecięciaprostych oi (i:I,2) i si (i:1,2).Zprzynaleinościpromieni

łtl 1 $:t,2) sĘcznych do okręgu t oraz AABT: (i:1,2) do tej samej płaszcryZn! Ti (i:1,2) i

prostopadłościprosrych oi Q:I,2) i s; (i_1,2)do niej wynikaichrÓwnolegtość (ai l l si).

Tak więc środki S i Q:I ,2) szukanych sfer J2; Są w tym prrypadku nieokreślone, a sfery te

degenerują Się do płaszcryZn ri (i:I,2) przechodzących przez punkty,4 i B i sĘcznych do

sfery,4. Proste a;/s i Q:I,2) prostopadłe do tych płaszcryzn w,znaczająkierunki asympto-

Ę czne hiperboli (rys. 7).

3.3.3. Odcinek AB jest sĘczny do sfery A
JeŻ{1i odcinek AB rÓwnoległy do płaszczyzny potęgowej a jest styczny do sfery.4'

to w płaszczyŹnie rysunku punkt M jest punktem okręgu t(o,R). Promienie m i pQku pro-

stych M(mi) przecinająokrąg l  po razdrugiwpunl i tachTi (rys.8).Srodki .Sisfer ai

zawierających punkty,4 i B i zarazem stycznych do sfery ,4 analogiczniejak w p.3.3.2. są

punktami przecięcia prosry.ch oi:oTi z prostymi si przechodzącymi przez środki oi

okręgow opisanych na AABT1 i prostopadĘch do ich płaszczyzn. Punkty F; symetryczne do

punktow Ti względem środkou.oi Ęch okręgow sąobrazami antyinwersyjny-mi punktow Ę
rozwaŻanegookręgu t zawierającegopunkt M,wzg\ędemokręgu k(M,o).Z właściwości

anĘvinrversji. jak rownieŻ z przeprowadzonego dow.odu rv p.2.2. wynika, Ze zbiorem punktÓw

F i Pr4 Vch zał'oieniach jest prosta / prostopadła do prostej Mo. Anfyinw.ersja jest inwolu-

cją a zatem okręgi t \ f mozna traktowac zamiennie. Zał,oŻmy teraz, Że F i:T i... Analo.
gicznie do ustalen p.3.3.2 punklv Fi' anĘinwersyjne obrazy punktÓw T r., zjednoczą się z
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Rys. 8

punktami Tr, środki o,.. okręgow opisanych na ^ABTł pokryją się z punktam i o i, a proste
si,' zjednoczą Się z prosĘmi s;. Natomiait środki ,Si' sfer stycłych bo prostej f wpunk.
tach Ti*:Fi będązawartewprostych ai* przechodzącychp,.i,puŃqvstycznościipro-
stopadĘch do prostej/ Punkty ̂ S;' przecięcia się prosĘch a,.. i ,,..],, jeonlcząsię z pun.
ktami .S;' poniewai odcinki S iT i i S;F; oi- ś ,, T,, i Si ., F,., .u''ilyj .o*rr.
(punktyT i :Fr* i  T i . ,  :F t  leŻąnate jsamejs ferzeośrodku,S; :  S; ' ) .pun l . t "Pproste j
Mo z uwagi na to, ze PT : PF nale zy do zbioru punktow .S; Trojkąty A T tSi Fi są row.
noramiennen a więc symetralne si ich bokÓw TiFi sądwusiecznymi kąto*. przy wierzchoł.
kach S;. Poprowadzone przez środek o okręgu r |roste łt1 prostopadłe ło prostych S;
przecinająje w punktach L i a proste o i, w punktach N;. Trojkąty AN iS io sątrojkąta-
mi rÓwnoramiennymi' a więc SiNi:o.Si dla kazdego punktus, i.go zbioru. Ponadto row-
ność odcinkow oL t i L iN i implikuj e przlnalezność |unktowlrri Jo prostej t rÓwnoległej
do prostej f i przechodzącej przezpuŃt ,K symetryczny do punktu o względem punktu P.
Podobnie zbiorem punktow.Z i jest prosta s l/ f i przech odiąca przezpunkt P.
Na podstawie wykazanych właściwości tego zbioru. stwierdzamy, ze środki,Si sfer {)1 prze-
chodzących przez punkty A i B i rÓwnocześnie sĘcznych do 'r..y A przy fych zatoŻeniach
IeŻąna paraboli o osi Mo i wierzchołku P, d|aktoie; środek o okręgu ljest ogniskiem (sta-
tym), a prosta k j"j kierounicą (rys.8).

3.3.4. Odcinek AB zaw'iera środek sfery A
JeŻeli odcinek ,4B rownolegty do płaszc4'zny potęgorł,ej a zawierajej środek będą-

cy rownocześnie środkiem tego odcinka. to na płaszcryŹnie rysunku punk t M zjednoczy się
ze środkiem o okręgu t (o,R). Dla kazdego punktu T; tego okręgu środki ,Si sfer ś)i za-wierających punkty A i B i zarazem stycznych do sfery ,4 .ą punl.tami przecięcia prostych
o i: o T t z prostymi si przechodzącymi przez środki o; okręgÓw opisanych na AABTi i
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prostopadtymi do ich ptaszcryZfl Ti. Punkty Ę. będące antyinwersyjnymi obrazami punktÓw
Ti okręgu t, wzg|ędem okręgu k(M,a), z uwagi na symetrię środkową 1eŻąnu *,połśrod.
kowym z rym okręgiem' okręgu f antyinwersyjnym obrazie okręgu t. Promieri ofuęgu frowny jest długości odcinka oF, _ r. PuŃty S; przecięcia się prosrych o; i s, jednoczą Się
ze środkami o i okręgow opisanych na AABT;, poniewaz proste a; jednoczą się rzutami
płaszczyzn Ęch trojkątÓw. Tak więc zbiorem środkow ̂ S; sfer J2; przechodzących przez
punkty ,4 i B i rÓwnocześnie stycznych do okręgu t (a tym samym do sfury ai;L't w. tym
prrypadku wspÓłśrodkowy z okręgami t i f , ok'ąg, ktÓrego promieri rÓwny jeit dfugości
odcinka oSi:R-f i, gdzie 4 jestpromieniemokręguopisanego na AAB'?1 (rys.g).

ffi i=Ti=di

Rys. 9

Z rozwazari punktu 3.3 wr'nika, Że napłaszczyżnie antyinwersyjnej niezdegenerow.ane krzywe
stopnia drugiego są punktami rÓwnoodległymi od dwoch stałych-i wzajemnie wymrjających
się okręgow, zktorych tylko jeden moze przyjąc postać prostej. Z uwagi na inwor"cję jea en z
nich mozna traktować jako m.g. punktÓw styczności okreslonych sfer z pł aszczy7n4,i,,,u .u,
drugi (zamiennie) jako zbior..ruchomych'' ognisk bę.dących antyiwersyjnym i obrazami punk-
tow sfyczności w przekształceniu antyinwersyjnym określonym Za pomocą tych okręgow.

3.4.Punkty A i  B jednocząsię
W p.zpadku jednoczenia się punktow dyskutowane będą zbiory środkow Si takich

sfer Qt, ktore przechodząprzez jeden punkt i sązarazemstyczne do danej sfery A. Przy VchzałoŻeniach w kaŻdej pł'aszcryżnie lti pęku (wiązki) płaszcryzn o osi (wierzchołku) tączącej
punkt M ze środkiem o sfery ,4 (M=o)' m.g. punktow styczności szukanych sfer z daną
sferą jest okrąg t i ,,*.ktorym płaszcryZna /J; przecina daną sferę. W za|eżności od połozenia
punktu M=A:B w.zględem sfery A(o,R), a tym Samym r,t,zględem okręgui,(o,R)
środki ̂ Si rozwaŻanych sfer będąroznymi zbiorami.

3.4.1. Punkt M |eĘ rvervnątru' sfery A i jest punktem rÓżnym od jej środka
Jezeli punkt M jest wewnętrznym punktem sfery A nie jedno.ią.y- się z jej środ-

kiem, to na płaszcryźnie rysunku utozsamianej zkażdąpłaszczyzną /"l; pQku (wi47ki) pł'asz.
cNzn, punkt M jest rolvniez wewnętrznympunktem okręgu t i roŻny* od jego śro-dka 

,
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ti(o,R)

PT=PM
QM =QTz

1. z+y=2x+y_z
x=z

2. PQ=R
4. PQ=MO+2x

(rys.l0). Dla każdego punktu T; okręgu t i środki ,Si sfer ś)i zawierających punkt M i
stycznych do okręgu t ;, w punktach T ; są punktami, w ktÓrych symetralne s; odcinkow
M T t przecinają proste o; łączące punkty stycznoś ci ze środkiem o okręgu l;. W trojką-
tachrÓwnoramiennych ATiSrM, boki SiTi  i  S iM sąr.Ówne'aSymetralnes; bokÓw
M T i są dwusiecznymi kątÓw przy wierzchołkach ,Si. PunkĘ P i Q prostej Mo takie, ie
PM = PTt i QM : QTz na|eŻądo zbioru Środkow S i.Zrowności ry.r' odciŃow orazpoło.
Żenia punktu M względem okręgu t i ( o, R) wnosimy o rÓwności odcink ow MP i oQ,
długości odcinka PQ : R oraz, Że PQ' Mo. Zauvłażamy pona dto, ze odcinki oT, = ą Są
sumami odcinkow^Sioi i Si Tr: SiM. A zatem MSi + o,si :R. WykazanezaleŻno-
ści w zbiorze punktow .S; sącharakterystycznymi właściwościami elipsy. Tak więc na kazdej
pł'aszczyźnie Fi Pęku pł'aszczyzn o osi I: Mo zbiorem środkÓw S; sfer o; przechodzą.
cych przez punkt M i stycznych do sfer ,4 jest elipsa o dfugości osi dużej PQ:R, dla ktÓ.
rej punkty M i o są ogniskami, a proste .s; dwusieczne kątow przyległych do kątow
ZoSiM jejstycznymiwpunktach ,Si .  Promieniepękuprosi_ch M(mi) zaw,ierające
punkty ?i okręgu t 1 przecinają gojeszc ze po raz drugi w punktach T,-. Symetrłne s;- odcin-
kow Mr; przecinają proste a i* : oTi- w punktach S;*, ktore 

.rJwniez 
środkami sfer

spełniających okreśIone warunki. Zprątnalezności odcinkow MTi i MT;- do tych,u.nyct,
promieni mi pęku prostych wynika rÓwnoległość symetralnych S; i ,,-. oacinti .9;s;'
ograniczone puŃtami styczności, sĘcznych rÓwnolegVch są średnicami elipsy przecinający.
mi jej oś duząw punkcie Z- środku tej stozkorvej. Te przystające elipsy o wspolnej osi gene-
rują w przestrzeni obrotową elipsoidę w-vdłuŻoną ktÓĘ pooi*chnlalest zbiorem środkow
sfer przechodzących przez punkt M i sĘ.cznych do aanej ir..,u ,ł 1ry's. io;.

3.4.2. Punkt M jest zewnętmnym punktem sfery.4
Gdy punkt M |ezy na zewnątrz sfery A, to na płasz cryŹnie rysunku punkt ten jest

rowniez zewnętrzn},m punktem okręgu t ; (rys. 1 l ). Dla dowoln"go punt.fu r; tego okręgu'
konstrukcja środkÓw S; sfer ś2; spełniających nałozone warunki' Sprowadza się do znale
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ti(o,R)
, PT,=PM

QT,=ą,
1. y-x=y-z

x=z

PQ=R
PQ=MO-2x

Rys. 1 1

zieniapunktÓw. wktÓrych symetralne siodciŃÓw MTi przecinająproste oi:oTi. W rÓw.
noramiennych trojkątach AM S iT i boki S iM i i ,s,?i są rÓwne' a Symetralne si bokow
MTi połowią kąV przy wierzchołkach,Si. Purrkty P i Q będące środkami odcinkow,MT ti
M T z sąZarazem środkami sfer stycznych w punktach T i Q:1,2) do okręgu t i.Z rowności
odcinkow PTt i PM oraz QTz i QM i połozeniapunktu M względemokręgu ti
wynika rÓwność odciŃow M P i oQ, długość odcinka PQ : R, ? takŻe Że PQ . Mo
(rys.11). Wtrojkątachrownoramiennych AMS;Ti nietrudnozauwaĘc.Że SiM:SrTt, a
SiTi  :  Sio + (oTi:R).Z tychdwochrowności otrzymujemyrowność trzeciąpostaci
S iM - Sto _ /?. Wykazane zaleŻności zbioru punktow Si s8 charakterys|vcznymi właści-
wościami hiperboli. A zatem udowodniono, Że w kazdej płaszcryźnie /zi PQku pŁaszczyzn o
osi / : Mo zbiorem środkÓw ^S; sfer J2i przechodzących przez punkt M i sĘcznych do
okręgow l; jest hiperbola o osi rzeczywistej PQ = ft, dla ktorej punkty M i o sąogniskami'
a proste si jej stycznymi w punktach Si.
Warto jeszcze zauwaŻyć,.Że promienie n; pęku prostych M (m i) przecinają okląg t i po
raz drugi w punktach r ł uąat są do niego styczne w punktach Tt: Tł (i:I,2.). Jezeli Ti ł
Ti",tosy,.metralne s;-odcinkÓrł'  Mr; przecinająproste oi*=oTi* wpunktach S;".ktore
sąrowniez środkami sfer spełniających nałozone warunki. A poniewaz odcinki MTr t MTł
zawarte są w tych samych promieniach łn; pQku prosĘvch M (m,) , to ich s'vmetralne si i
s i* są rÓrł'noległe. odcinki S i S ;" ograni czone punktami styczności tych sĘcznych (s , // s ł)
są średnicami hiperboli przecinającymi jej oś rzeczywistą w punkcie V będącym jej środ-
kiem.
Gdy Ti:T;" w-owczaswpękuprostych M(mi) istniejądwapromienie f i l i  Q:I,2) sĘcz.
ne w Lvch punktach do okręgu t 1 (rys.11). Sy-metralne si ( i:1,2) odcinkow M T i- 7i_I,2) są
w tym przypadku rownoległe do prosqvch a i*:oT r zawierających promienie styczności ko.
respondujące ze sĘcznymi ftli Q=I,2). A zatem Środki ^S;- (f:1 ,2) szukanych sfer są nie-
określon e, gdyŻ sfery te degenerują się do płaszcryZI.l T i Q=1,2) przechod zących przez punkty
M i stycznych do sferv/.

\fi
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Proste a i* /s,- 7i_I,2) określają kierunki asymptotyczne hiperboli. Te przystające hiperbole
zawarte w płaszczyznach ,ui PQku płaszczyzn I(pi) tworząw przestrzeni obrotowądwu-
powłokowąhiperboloidę o osi /, ktÓra jest zbiorem środkÓw sfer przechodzących przez punkt
i stycznych do danej sfery.

3.4.3. Punkt M jednoczy się ze środkiem sfery A

Przy tych załoŻeniach, na pł,aszcryźnie rysunku punkt M jednoczy się ze środkiem o
okręgu li.W kazdej płaszczaźnie pi wiryki płaszczlzn o wierzchołku M - o, środki S; sfer
ai przechodzących przez punkt M i stycznych do okręgu t i są punktami, w ktÓrych sy-
metralne s; odcinkow M T i przecinają proste a i ł'ączące punkty sĘczności ze środkiem o
okręgu tt. Srodki tych sfer jednocząsię ze środkami odcinkow MTr, d ich zbiorem jest
okląg wspołśrodkowy z okręgiem l;, ktÓrego promieri jest połową promienia okręgu li. Te
przystające okręgi o wspÓlnym środku, zawarte w płaszczlznach wią.zki pł'aszczyzn generują
sferę, ktÓra w przestrzenijest zbiorem środkow sfer przechodzących przez środek danej sfery
i stycznych do niej (rys.12).

Rvs. 12

3.4.4. Punkt M jest punktem sfery,4
JeŻe|ipunkt M jestpunktem sfery A(o,R), to zbiorem środkow S; sfer o; stycz.

nych w tym punkcie do sfery,4 jest prosta I łącząca punkt sfyczności z jej środkiem (I: M o).

Reasumując wyniki rozsv,aŻat'r p.3 niniejszej pracy, stwierdzarny, iŻ zbtoratrli środkow
sfer przechodzących przez dwa roŻnę bądźjednoczące się punkty i zarazem stycznych do
danej sfery mogą być punkt, prosta' okrąg, elipsa, parabola, hiperbola, sfera, elipsoida obro-
towa wydłuzona i hiperboloida obrotowa dwupowłokowa" a miejscem geometrycznym ich
punktow sĘcznoś ci z danąsferą punkt, maty i wielki okrąg oraz sfera.
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Z udowodnionych właściwości niezdegenerowanych stożkowych w p.3.4. wnosimy, ze stoŻ.
kowe te podobnie jak parabola mogą byc zdefiniowane na pł.aszczyźnie euklidesowej jako
zbior punktÓw rÓwnoodlegĘch od stałego punktu i stałego okręgu/prostej. Jest to rozszerzenie
znanej definicji paraboli na pozostałe krzywe stopnia drugiego. Wynika stad, Że na pt,aszcryź-
nie kazda niezdegenerowana stozkowa może być w sposÓb jednoznaczny określona za pomo-
cą punktu i okręgr.r/prostej nie zawierającego tego punktu.
Warto jeszcze zwrÓcić uwagę nabardzo interesujące spostrzezenie wynikające z dyskusji uzy-
skanych wynikÓw w p.t.4., p.f .3. i p.3 .4.4. niniejszego arrykułu. Zauwtzamy' ze w omÓwio-
nych Iam przapadkach m.g. środkow o i odcinkÓw M T i są okręgi podobnie połoŻone do
okręgÓw t i bądź proste rÓwnoległe do prostych l. Środkiem podobie stwa tych okręgÓw jest
punkt M. Srodki te jak łatwo zauwaĘć są spodkami stycznych do rozwazanych stozkowych.
Tak więc rozważania nad zbiorami środkow sfer spełniających określone w p.l.4, p.2.3. i
p.3.4 warunki doprowadz1Ę autora do znanej w literaturze konstrukcji stozkowych za pomocą
krzywych spodkowych [3]. Ta prrypadkowa zbieŻność uzyskanych wynikow potwierdza ich
prawdziwośc oraz poprawność rozumowania.
ZauwaŻamy. Że w przypadkach opisanych w p.3.3 otrzymane stozkowe są rÓwniez obwied-
niami stycznych przechodzących w tym przypadku przez środki okręgÓw opisanych na
A A B T i i prostopadĘch do ich pł,aszcryzn.
Tak więc i w tym prrypadku spodki stycznych do rozpatrywanych stozkowych zgodnie z defi.
nicją [3] tworząk.rrywe spodkowe. Spodki o; są środkami odcinkow T iF t, ktorych punkty
koncowe są wzajemnymi obrazami w przekształceniu antyinwersyjnym względem okręgu
k(M,a).w za|eŻności od połozenia wymijających się okręgow i stosunku ich promieni,
m.g. środkÓw Vch odcinkow Są krzywe spodkowe stozkolvych określonych tymi okręgami,
będące na ogoł krzywymi stopnia czwartego. Na ryS. 13a, b i c kolejno pokazano leminiskatę
jako krzywą spodkową korespondującą z hiperbolą rownoboczną strofoidę przypisaną para.
boli oraz kardioidę będącą krzywą spodkową elipsy. Badania właściwości tych krzywych' a
takŻe ich relacj i z zespolonymi z nimi stozkowymi są niepełne i wymagają kontynuacji.
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Rvs. 13

4. Konstrukcje stożkowych

w każdym na ogoł podręczniku bądz skrypcie z geometrii wykreślnej lub rysunku

technicznego, a ta1<ze i rÓzrorodnych przewodnikach technicznych mozna zna\eić pewną

ilość najrozmaitszych konstrukcji krzyvlych stopnia drugiego wynikających zarÓwno z przyj-



mowanych w nich definicji, jak i sposobÓw ich określania. Konstrukcje te nie są w większości
przypadkÓw jednakowe dla wszystkich rodzajÓw stozkowych i są konstrukcjami stozkowej..miejsca,, bądź..obwiedni,,. Z otrrymartych wynikow badan nad zbiorami środkÓw sfer speł.
niających określone warunki mozna wyprowadzic uniwersalne konstrukcje stozkowych po-
zwa|ające na wykreślanie ich stycznych wtaz z punktami sĘczności. Zaproponowany kine.
matyczny i zarazem uniwersalny sposob kreślenia bieiących punktÓw stozkowej wraz ze
stycznymi moŻe być inspiracją do zbudowania odpowiedniego przyrządu do mechanicznego
ich wykreślania.

4.1. Konstrukcja stożkowej określonej dwoma wymijającymi się okręgami
Z rozutaŻai| p.3.3. wynika , Że dwa wspÓłpłaszcryznowe i wzajemnie wymijające się

okręgi określają w sposÓb jednoznaczny niezdegerowaną krzywą stopnia drugiego, będącą
zbiorem punktow rÓwnoodlegĘch od tych okręgÓw. Jezeli okręgi te wymijają się wewnętrz-
nie, to otrzymujemy elipsę/okr4E, d jeŻe|i zewnętrznie to generują hiperbolę. W przypadku
gdy jeden z tych okręgow jest prostą zbiorem puŃtÓw rÓwnoodległych od takich okręgÓw
jest parabola. Przed podaniem algorytmu konstrukcji na|eĘ uprzednio znaleźc środek M
okręgu antyiwersyjnego, ktory jest rownieŻ w sposÓb jednoznaczny określony Za pomocą
wymrj aj ących się okręg.Ów.
W tym celu przez środki Vch okręgow t ( o, R) i f (s,r/ prowadzimy płaszcryznę prosto-
padłą do płaszcryZny rysunku. Pł'aszczyzna przecina te okręgi odpowiednio w punktach Ti
(i=I,2) i Fi Q:I,2). W kładzie tej płaszczyzny na płaszcrymę rysuŃu wykreślamy pÓł.
okręgi Ci (i:I,2) ośrednicach TiFi (i:I,2),anastępnieichpuŃtprzecięcia A rzutujemy
na płaszcryZnę rysunku. Punkt M - A, jest szukanym środkiem okręgu anĘinwersyjnego o
promieniu a: AM. Jezeli jeden zĘch dwÓch okręgow np. .f jest prostą to punkt M jest
tym punktemz dwu puŃtow przecięcia okręgu l prostą zawierającąjego środek i prostopa.
dłą do prostej f,ktory znajduje się blizej tej prostej.

Algorytm konstrukcji nr 1 (rys.14)

- łtl i - dowolny promien pęku prostych M ( m i)
- I ? t i  n  t  -  f /  U : I  I  j : ] , 2 )
-oT i i :  a i i
- tITi r-t f : f/
- SF i i :  b , i  ( d l a7 :1 ;  b , i  J  f )
- a ii 11 b ,i _ S,l - punkt (y) stozkowej
-.S,l c s rj J tłl i . sĘczna (e) do stozkowej w P.S;/

a)

-34-



Rvs. 14

4.2 Konstrukcja stożkowej okreś|onej punktem i okręgiem

Zko\ei z rozwaian p.3.4 wynika. iŻ staĘ puŃt pł'aszczyzny ijej okrąg nie zawierający
tego punktu określają w sposÓb jednoznaczny niezdegenerowaną Stozkową jako zbior punk.
tÓw rÓwnoodlegĘch od punktu i okręgu. JeŻeli punkt ten lezy weunątrz okręgu, to określona
jest elipsa/okrąg, a jeŻe|i jest punktem zewnętrznym, to otrz'vmujemy hiperbolę. W przypad-
ku" gdy okrąg jest prostą zbiorem punlitÓw rÓwnoodlegĘch od stałego punktu i stałej prostej
jest parabola.
Przed przystą)ieniem do konstrukcji stozkowej w1'kreślamy okrąg/prostą o będący m.g. środ.
kÓw o; odcinkow MTi. okrąg ten jest podobny do okręgu / (o środku podobierisfwa w punk-
cie Ą i promieniu rÓwnym połowie promienia okręgu l.

Algorytm konstrukcji nr 2 (tys.15)

- tt| i . dowolny promieri pęku prostych M ( m i)
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- ł l t i  r . , |  t  -  T , j . ( j=1  l  j : I , 2 )

- l ? t i 1 1 O : O /

-OT i i  :  a i i  ( d l a i - I i  a /  l -  t )
- o ,j c s rj J- t,t| i - styczna (e) do stoŻkowej
. a tj r) s ij : S,j - punkt (y) sĘczności

Rys. 15
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Jako przykłady ilustĄące zastosowanie tych konstrukcji sąrozwią7ane dwa zadania

Zadanie I

Dana jest niezdegenerowana stozkowa określona za pomocą dwoch wewnętrznie wymijają.
cych się okręgow (niewspotśrodkowych) oraz dowolna prosta zawarta w jej płaszczyźnue.
NaleĄ wykreślić styczne do tej stozkowej wTaz ich punktami styczności rÓwnole.
głe/prostopadłe do danej prostej.

Rozwiązanie zadania 1 (rys.16)

Zał'oizmy. ze dana prosta d nie jest prostopadła do prostej łączącej środki o i .s danych okrę-
gow l i f. Jezeli styczne do tej stozkowej .s; (i:I,2) l s t G:3,Ą mają być rownole-
głelprostopadłe do danej prostej d, to po uprzednim znalezieniu środka M okręgu anĘinwer-
syjnego (p.a.l) prowadzimy przez niego promieri n ; (i:I,2) pęku prostych M ( m ) prosto.
padĘlrÓwnolegĘ do danej prostej d. Następnie korzystaj ąc z algorytmu konstrukcji nr 1 wy-
kreślamy odpowiednie styczne wTaz z ich punktami styczności spełniające załoŻonę warunki.
Tak skonstruowane dwie średnice elipsy (ogolnie stozkowej) nie sąjej parą średnic sprzęzo-
nych co łatwo zobacryć na ryS.16.Przy zał,oŻenhJ, ze dana prosta djest prostopadła do prostej
łączącej środki danych okręgow rozwiązaniem tego zadania są styczne do elipsy w punktach
ograniczających jej osie PQ i UW (rys.16).

I
I

Rys. 16
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Zadanie 2

Dla elipsy określonej osiami zna|eic dowolnąparę jej średnic sprzęŻonych

Rozrviązanie zadania 2 (rys.17)

Znając osie PQ i aW danej elipsy w7jaczamy jej ogniska. Z rozwaŻa p.3.4.1. wynika ,Że
sposÓb określenia elipsy Za pomocą osi i ognisk jest rownowazny Ze sposobem określenia jej

za pomocą punktu i okręgu. Tak więc jedno z tych ognisk przyjmujemy juko wierzchołek

Pęku prosĘch M(m;),zaś drugie za środek o okręgu l o promieniu R : PQ. Następnie dla
dowolnego promienia łz; pQku prostych M ( m ) Za pomocą algorytmu konstrukcji nr 2 uy-
ZnaczaITly średnicęA;Bi elipsy wTaz ze sĘcznymi w tych punktach. Prowadząc przez punkt

M promien m; prostopadły do uprzednio skonstruowanej średnicy A t B i oT3Z wykorzystując
po raz drugi ten sam algory.tm otrzymujemy d*gąśrednicę CiDi, ktÓrej styczne w punktach
ją ograniczających są rÓwnoległe do średnicy A iB i (zadanie l). Wynika stąd, Ze promienie

ttl i i mi PQku prostych M ( m i) są promieniami SprzęZonymi, a tym samym skonstruowane
średnice A i B t i C i D i Są parą średnic SprzęZonych stozkowej (rys. l 7).

Rys. 17

\

WJ

l_
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5. Wnioski koócowe

5.1. Krzywe stopnia drugiego moma traktować jako zbiory środkÓw sfer przechodzących
przez dwa rÓzne bądżjednoczące się punkty i zarazem stycznych do prostej, płaszczy-
zny albo sfery.

5.2. Zbiorem środkow sfer w przestrzeni, ktÓre zawierają punkt i są styczne do płaszcz!-
znylsfery moze być sfera. elipsoida obrotowa wydłuzona' paraboloida obrotowa i hiper-
boloida obrotowa dwupowłokowa.

5.3. Miejscem geometrycznym punktow styczności rozwaŻonych sfer z prostą płaszcryutą
bądź sferą moze być punkt, para punktow' prosta. płaszcryzna .okrąg (maty i wielki) i
sfera.

5.4. Dwa wspołpłaszczyznowe i wzajemnie wymijające się okręgi określająantyinwersję.
5.5. Antyinwersja na płaszczyźlnie moŻe być realizowana Za pomocą stozkow normalnych o

wspolnym wierzchołku i wspolnej wysokości.
5.6. Zbiorem punktÓw płaszcryzny rÓwnoodległych od jej dwoch stĄch i wzajemnie !vy-

mrjających się okręgÓw jest niezdegenerownana Wrywa stopnia drugiego.
5.7. Zbiorem punktÓw płaszczyzny rÓwno oddalonych od stałego jej punktu i okręgr:/prostej

jest niezdegerowana krzywa stopnia drugiego (rozszerzenie znanej definicji paraboli na
pozostałe stozkowe)

5.8. Wprowadzono pojęcie ..ruchomego'' ogniska dla stozkowej określonej drł-oma wymija-
jącymi się okręgami jako anĘinwersyjnego obrazu punktu styczności sfery z płaszcry-
znąbądż. sferą.

5.9. Zbiorem ruchomych ognisk okręgu, elipsy i hiperboli jest Zawsze okrąg, paraboli
okrąg bądż' prosta.

5.10. Ikzywąspodkową stozkowej określonej Za pomocą stałego punktu i okręgu/prostej jest
okrąg/prosta.

5.1 1. Krzywą spodkorł'ą stozkowej określonej dwoma staĘmi wzajemnie w1'mijającymi się
okręgami jest krzywa stopnia czwartego. krzllva stopnia trzeciego bądż okrąg.

5.1f. Zaproponowane algorytmy konstrukcji jednakowe dla kazdej stozkowej (niezdegenero-
wanej ) pozwalają na kreślenie stycznych wraz z ichpunktami sĘczności.
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CONICS AS SETS OF CENTERS OF SPF{ERES PASSING THROUGH
TWO POINTS AND TANGENT TO STRAIGHT LINE. PLANE OR

SPFMRE

The paper presents results of studies on sets of centers of spheres containing two
different points or common point, and at the same time tangent to straight line, plane or
sphere.

The studies proved that these sets are conics and in the case of spheres passing through
point and tangent to the plane or sphere - surfaces of revolution in the form of sphere,
ellipsoid, paraboloid and double-sheet hyperboloid. Well known definition of parabola. as a
set of equally - distant points from fixed point and straight line, has been extended to the
remaining nondegenerated conics via exchange straight line into circle. In this work original
general definition of nondegenerated conics as a set of equally - distant points from two fixed
and coplanar reciprocally passing circles was also given. Only one of these sets can be the
straight line. It has been proved that two of these circles define anti-inversion and it could be
realised on plane with orthogonal cones with common vertex and height. The results of these
studies were also two algorithms of universal kinematic conic constructions which let us
determine tangent line with its tangent point. The solutions of two exercises are given as
ilustrating examples there.

Rec. dr inŻ. Janina GŁOMB
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