Marian PALEJ
Osrodek Geometrii i Grafiki Inzynierskiej
Politechniki Slaskie]

DYSKUSJA NIEKTORYCH OBRAZOW W ELEMENTARNYM,
ZDEGENEROWANYM PRZEKSZTALCENIU STOPNIA CZWARTEGO.

W pracy rozwaza si¢ przeksztatcenie oparte na nastepujacym dziataniu. Niech dana bedzie
dowolna stozkowa linlowa (stozkowa stycznych), w szczegdlnosci okrag @ oraz dwie
wyrdznione w niej styczne sy, s;. Dowolnej prostej m plaszczyzny okr@gu @ przyporzadkowuje
si¢ punkt M uzyskany w wyniku kolejnych konstrukgji:

1) przecigcia prosta m stycznych sy, s, tj. punktdw: mns;= M, ; mrs;= M ;

2) wyznaczenia pozostatych stycznych do okregu w punktach M, Ms, tj. pros-

tych my,my;

3) ustalenie punktu wspélnego stycznych m, , m- .

Punkt M = m~m, stanowi obraz prostej m.

Zauwazmy, ze obrazem peku prostych o $rodku P (rys. 2.) jest utwér powstaly z
przecigeia odpowiadajacych sobie prostych w dwoch rzutowych pekach prostych klasy drugiej. Pek
(P) bowiem wycina na stycznych s, i s, perspektywiczne szeregi punktéw s; (4, , B1,Ci, ...), 2
(A2, B2, ...), ate z kolei wyznaczaja perspektywiczne z nimi peki stycznych do @ , stanowiace peki
klasy drugiej: peki ai(ay, by ...), wxas b2 ...), o wspdlnej podstawie @ . Wiadomo, ze utworem
punktéw wspolnych elementow homologicznych w dwéch rzutowych pekach klasy drugie; Jest
krzywa rzedu czwartego ¢* . W rozpatrywanym jednak przypadku zauwazymy, ze elementem c*
(skfadnikiem tej krzywej) sa dwie proste « i. v styczne do stozkowe] @ i przynalezne do punktu P
(rys. 3). Istotnie bowiem jezeli np. rozna od s, styczna w punkcie V)= vrs,, atakze - rozna
od s; styczna w punkcie V2= v, pokrywaja sit;zprostq v, to fakt ten oznacza, ze v jest
Jednoczesnie swoim rozciagtym obrazem V. Tak wigc prosta v (a podobnie i u ) jest elementem
obrazu peku prostych (P) - krzywej ¢*




rys. 3

Wynika stad jasno, ze pozostata czescia (skiadnikiem ) krzywej c* jest stozkowa 7. Mamy wiec do
czynienia ze znanym zreszta faktem ustalajacym, ze punkty przecigcia si¢ odpowiadajacych sobie
stycznych dwoch rzutowych pekow klasy drugiej, o wspdlnej podstawie, tworza. krzywa stopnia
drugiego.

W pracy podjeto probe odpowiedzi na pytanie czy i1 kiedy stozkowa 7z bedzie zawierata
punkty niewlasciwe. Analize tego problemu mozna oprze¢ na nastgpujacym rozumowaniu.

rys. 4

Przyjmijmy punkt P (rys. 4) wewnatrz tego samego kata stycznych sy i 52, wewnatrz ktorego lezy
stozkowa . Odpowiedzie¢ na pytanie czy , obraz peku prostych (P) posiada punkt (punkty)
niewlasciwy oznacza potwierdzi¢ lub zanegowac istnienie takiej proste] meP, ze jezeli m s, = M,,
mn s» =M., to styczne do w przynalezne do M, i1M-, rozne od sy, 5, sg do siebie rownolegte.

Inaczej mowiac nalezy rozwazy¢ mozliwosé kontstrukeji takiej prostej m.

Rysuja si¢ przy tym dwie drogi: 1) rzutowa, 2) ta, ktorej realizacja nie wymaga znajomosci
geometrii rzutowey.

I)I\IV tej pierwszej] wystarczy skonstruowac pary stycznych do okregu @ rownolegtych np. a; o,
b1 bp_ y eee (I}'S 5)

rys. 5




Styczne te tworza peki klasy drugiej o wspodlnej podstawie w , rzutowe wzgledem siebie. Mamy
wiec @y (a1, b1,..) 7% @2(a2, b2, ...); o = @, . Proste pekéw (@1) 1 (@») wycinaja na
stycznych do okregu @ wyrdznionych prostych s, s» rzutowe wzgledem siebie szeregi
punktow s1(4, By, ...) 1 52(A2, B2,...). Proste taczace homologiczne punkty szeregow (sy),
(s2) tworza stozkowa liniowg (stozkowa stycznych) o. Przez kazdy punkt ptaszczyzny okregu
przechodza dwie styczne do stozkowej o. Kazda z nich przynalezna do punktu P spetnia warunki
prostej m .

Sa przy tym oczywiscie mozliwe trzy przypadki: a) styczne do stozkowe] o sa rzeczywiste 1 rozne 1
wowczas obrazem peku jest hiperbola,

b) styczne sa rzeczywiste, ale pokrywajace sig - w tym przypadku obrazem peku (P) jest parabola,
¢) woweczas kiedy styczne sa nierzeczywiste - obraz peku staje si¢ elipsa.

Konstrukcja stycznych do stozkowej o przechodzacych przez punkt P nie jest jednak

prosta i wymaga zastosowania dwoistego odpowiednika konstrukcji Steinera. W sumie wigc
drogg rzutowa rozwiazania postawionego problemu mozna uzna¢ za mato zachgcajaca.
Znacznie prostsze rozwiazanie oferuje inne rozumowanie odwotujace si¢ do konstrukcji linii
przenikania powierzchni stopnia drugiego o szczegdlnym potozeniu.
2) Zauwazmy, ze wyznaczenie prostej m spetniajacej opisane warunki mozna by zinterpreto-
wacé (rys. 6) jako skonstruowanie w rzucie (na ptaszczyzng okregu w ) linii przenikania po-
wierzchni stozkowej @ o tworzacych sy, 521 opisanej na kuli o réwniku @ z powierzchnig
walcowa ¥ opisang na tej samej kuli 1 0 osi lezacej w ptaszczyznie okregu .

rys.6

Woweczas szukane styczne do okregu @  bylyby zwyczajnie tworzacymi tej powierzchni.
Rzuty linii przenikania powierzchni @ 1 ¥ stanowiacej pare elips spetnialyby warunki stawia-
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ne prostej m. Tworzaca powierzchm ¥ przynalezna do punktu P ustalataby potozenie punktu
niewfasciwego obrazu peku (P).

Jezeli punkt P jest dany, konstrukcje takiej tworzacej (tworzacych) mozna zrealizo-
wa¢é wykonujac nast¢pujace, kolejne dziatania:

1) Znalez¢ wysokos$¢ punktu P przyjmujac, Ze jest on rzutem punktu powierzchni stozkowej
D

2) Wyznaczy¢ zbior punktow sfery £2, ktorej rownikiem jest okrag w - o wysokosci punktu P,
to jest rownoleznik p. :

3) Skonstruowaé styczne do rownoleznika p przechodzace przez punkt P. Kazda z tych
stycznych moze by¢ uwazana za rzut odpowiednich tworzacych powierzchni walcowej ¥, a jej
punkt niewfasciwy jest punktem niewtasciwym obrazu peku (P).

Jest przy tym oczywiste, ze jezeli punkt P wybrany bedzie w takim potozeniu, ze jego wyso-
kos¢ (jako punktu lezacego na powierzchni stozkowe) @) jest wigksza od promienia sfery (tj.
od promienia okregu @ ), zadanie nie ma rozwiazania, co oznacza, ze obraz pgku (P) nie po-
siada punktdéw niewiasciwych.

Jezeli punkt P wybrany zostat tak szczegolnie, ze jego wysoko$¢ jest rowna promieniowt sfery
L2 istnieje jedna tylko powierzchnia walcowa ¥ spetniajaca stawiane jej warunki, a w konse-
kwencji jeden tylko punkt niewfasciwy w obrazie pgku (P). Stozkowa 7 jest wowczas parabo-
la.

Opisane dziatania uzasadniaja nastgpujacy, podsumowujgcy sposob analizy rodzaju
stozkowej 7 stanowigce] obraz peku (P).

Nalezy znalez¢ (rys. 7) przekrd) powierzchni stozkowej @ plaszczyzng ,,poziomg’
(réwnolegta do ptaszczyzny okregu @ ) o wysokosci rownej promieniowi sfery (2. Jest nim
oczywiscie hiperbola np. v. Punkty lezace na tej krzywej sa takimi srodkami peku (P), ktorych
obrazami

rys. 7

sa parabole. Punkty lezace w obszarze pomiedzy hiperbola v i jej asymptotami (czyli stycz-
nymi bazy sy, 52 ) to rzuty punktow powierzchni @, ktérych wysokosci sa mniejsze od pro-
mienia sfery (2. Przez punkty takie moga przechodzi¢ rzuty odpowiednich tworzacych po-
wierzchni walcowych ¥ 1 jezeli s one srodkami pekow (P;) - obrazami tych pekow sg hi-
perbole. Wreszcie punkty lezace wewnatrz hiperboli v to rzuty punktow o wysokosciach
wiekszych od promienia sfery 2. Nie istnieja proste przechodzace przez nie stycznie do
sferv €21 rownolegle do ptaszczvznv rownika (ti. nie istnieia tworzace odpowiednich po-
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wierzchni walcowych ¥ ). W konsekwencji, obrazy pekow, ktorych srodkami sa punkty we-
wnetrzne hiperboli v sa zawsze elipsami.

Pozostaje jeszcze kwestia punktow P, zawartych w drugim kacie utworzonym przez
styczne sy , 52 . Nie nadaje si¢ do nich interpretacja zwiazana z przenikaniem powierzchni stoz-
kowej @ o tworzacych s, 52, opisanej na kuli 2 Mozna jednak zauwazy¢, ze stozkowe o
zrys. 5 i v zrys. 7 saidentyczne. Istotnie bowiem maja wspélne asymptoty oraz styczna
f w punkcie (wierzchotku) Q. Wynika to jasno z konstrukcji wierzchotka oraz z kon-
strukcji homologicznych punktow szeregow (s1) , (52) wycigtych przez styczne do okregu

w rownolegte do osi powierzchni stozkowej (osi gtownej hiperboli v - rys. 8). Uwaga
dotyczaca identycznosci o i v upraszcza konstrukcj¢ ewentualnie poszukiwanych punk-
tow niewtasciwych peku prostych o srodku P. Wystarczy z punktu P skonstruowac styczne
do hiperboli v ( ktdra zostata juz wczesniej wyznaczona ) . Kazda z tych stycznych
spetnia role opisanej wczesniej prostej n7 .

rys. 8

Rozwazmy jeszcze przypadki szczegdlnego potozenia punktu P wzgledem okregu @
oraz punktu W
1) niech: P € WO ( gdzie O jest $rodkiem okregu w) - rys.9. W przypadku kiedy P = W
i P = O, jako wynik zalozonej przynaleznosci P € WO rejestrujemy jedynie symetrig obra-
zu peku (P) tj. stozkowej 7 wzgledem prostej WO. Prosta ta jest odpowiednio osig hiperbo-
li, paraboli lub elipsy.

2) Niech P € s,.

W takim przypadku proste peku ( P) przecinajac pozostala styczna s, (rys. 10) generuja tylko
jedna rodzine stycznych. Pozostata degeneruje si¢ do prostej p . W wyniku - zbior punktow
przeciecia si¢ odpowiadajacych sobie stycznych pokrywa prostg p , ktora w tym przypadku
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rys. 10

jest jednocze$nie swoim rozciaglym obrazem ( poréwnaj proste u, v ze str. 5-rys.3) oraz zbior
obrazow nieskonczenie wielu pozostatych prostych peku (P).
Podobny wniosek dotyczy prostej sy . Jako prosta ,typu” w , v z rys. 3 jest sama swoim roz-
ciaglym obrazem S,. Ponadto jednak uwzgledniajac, ze w kazdym punkcie ,,przecina si¢” sama z
soba mozemy przeprowadzié¢ nastgpujace rozumowanie : rozwazmy np. prosta / =.s; 1 wezmy
pod uwagg jej punkty przeciecia i N sy =1y ; i N5, = 1. Zgodnie z powyzsza uwaga punkt /; moze
by¢ dowolnym punktem prostej s;, a punkt /= . Konstruujemy styczne w tych punktach do
okregu w . Styczna przynaleznado W 1 réznaod s, to prosta sy, a styczna przechodzaca przez /;
iréznaod i, to prosta np. a. Obrazem prostej i =s; jest punkt a ~s; =/;. Rozumujac podobnie
w odniesieniu do innych punktéw prostej sy wnosimy, ze prosta ta ustana jest punktami przeciecia
zrodzing (a;) stycznychdo w. Mozemy zatem powiedzie¢, ze winna by¢ liczona podwojnie.
Reasumujac ustalamy, ze w rozpatrywanym przypadku stozkowa 7 degeneruje si¢ do dwdch pros-
tych pis;,akrzywa c*-do podwdjnie liczonych tych prostych.
3) W przypadku kiedy P=W (rys. 11) mozna powtdrzy¢ rozumowanie z punktu 2. Wynika
stad,ze przy tak szczegolnie przyjetym potozeniu Srodka P obrazem peku (P) jest para stycznych
511 5.

rys. 11

4) Niech : P = O (rys. 12). Pierwsza narzucajaca si¢ uwaga w tym przypadku dotyczy symetrii
obrazu peku (P) wzgledem osi:



rys.12

Blizsza analiza konstrukcji obrazow poszczegolnych prostych peku wydaje si¢ podpowiadac, ze
stozkowa stanowigca obraz peku jest okregiem wspotsrodkowymz w .

Dowéd tej wiasciwosci mozna przeprowadzi¢ nastgpujaco. Wezmy pod uwage jako prosta pgku -
prosta @ || sy i skonstruujmy jej obraz 4 . Zauwazmy, ze powstate w trakcie konstrukcji trojkaty
T A 1T 1 1T A5 1T sa przystajace. Istotnie bowiem zachodzi:

L1 1I=2L 1 A1, LI Ay= 2111 Ay = 72 i Ay Il = A> 11T, Stad jednak natychmiast
wnosimy o przystawaniu trojkatow /[T A i Il I W, a w rezultacie o rownosci odcinkow WO 1 AO.
Pozwala to na stwierdzenie, ze odleglos¢ punktu A od §rodka okregu O jest taka sama jak
odlegtos¢ W od tegoz srodka. W dalszej kolejnosci rozwazmy prosta & peku (P), prostopadta do
styczne] > tj. przechodzaca przez punkt stycznosci. Jej obraz B lezy na prostej s» 1jak to tatwo
odczyta¢ z rysunku (punkt O lezy na wysokosci trojkata rownoramiennego W By B ) odleglos¢
tego obrazu od srodka O jest rowna odlegtosci od $rodka punktu W. Mamy wiec WB = BO .
Odwo%u;ac sig do symetrii mozna wskaza¢ dalsze dwa punkty C, D rozpatrywanej stozkowe;
takie, ze : CO = WO = DO. Ustalilismy wigc, ze pie¢ punktow stozkowej 7 jest jednakowo
odlegltych od srodka O . Fakt taki wystarcza aby stwierdzi¢, ze stozkowa ta jest okregiem
wspotsrodkowym z .

5/Niech: P e .

Przypadek taki (rys.13) nie r6zni si¢ zasadniczo od przypadku najogolniejszego. W zaleznosci od
tego czy jest to punkt lezacy wewnatrz czy tez na zewnatrz hiperboli v (por. str. 7) , obrazem
peku prostych o srodku P” bedzie elipsa lub hiperbola.

rys. 13

Nie moze jedynie wystapi¢ parabola. Wowczas bowiem , jak to wezesniej ustalono , srodek P
musiatby by¢ punktem hiperboli v . Speiniajac jednak warunek podstawowy: Pe £, punkt taki
musialby leze¢ na jednej z asymptot hiperboli v, tj. na prostej sy lub s, . Ten jednak
przypadek omdwiono w punkcie 2) 1 wiadomo, ze przy tak okreslonych zatozeniach obraz
peku prostych degeneruje sie do dwoch prostych stycznych do okregu w .

6) Niech punkt P przyjety bedzie na prostej faczacej punkty stycznosci okregu w do
prostych bazy s, , s> (rys. 14).



rys. 14

Zauwazmy, ze przy ogolnych zatozeniach proste peku (P) przechodzace przez punkty
Sy, T> pozwalaja wyznaczy¢ takie punkty S i 7', w ktorych stozkowa 7 (obraz peku (P) )
przecina proste s; , $». W rozpatrywanym przypadku punkty S i T jednocza sie z punktem
W . Oznacza to, ze obrazem pgku prostych speiniajacego warunek 6) jest prosta (doktadniej
mOWigC jest to para potprostych o wspdlnej podstawie, ktérych konce sa punktami przecigcia
tej podstawy okregiem @ ) . Konstrukcja potwierdza ten wniosek dodatkowo ujawniajac, ze
prosta p (tj. zdegenerowana stozkowa ) tworzy czwoérke harmoniczna z prostymi PHW,
s1, s2. Wynika to z wiasnoéci czworokatow zupelnych , w ktérych punktami przekatnymi sa;
punkt W, srodek peku P oraz obrazy odpowiednich prostych peku (P). Sytuacja nie zmienia
si¢ w sposob istotny , jezeli jako $rodek peku (P) przyjaé punkt mew%ascxwy, a takze jezeli
punktem niewlasciwym bedzie punkt bazy: W=s1 s,.

THE IMAGES OF THE STRAIGHT LINE PINCILS
IN A DEGENERATED TRANSFORMATION OF 4* ORDER

In the paper a plane transformation with one circle and two it’s distinguished tangents
syand s; as basis, is considered. The image of a straight line m is the common point of two
tangents to basic circle, they pass through the intersecting points My=m ~ s, and M> =m .
It is proved that the images of the pencil straight lines ly on the conic 7 . The kind of conic 7
(ellipse, parabola, hyperbola) and it’s construction in relation to the location of pencils center
is discussed.
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