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DYSKUSJA NMKTORYCH OBRAZOW W ELEMENTARNTYM,
ZD E GENERoWArTYM PRZE KSZTAŁ CE NTU SToPNIA CZWARTE Go.

W pracy ronłaża, się przekształcenie oparte na następującym dziataniu. Niech dana będzie
dowolna stozkowa liniowa (stozkowa styculych), w Szczegolności okrąg @ orv dwie
wyroznione w niej styczne St, ̂ r2. Dowolnej prostej m płar;zcryzny okręgu @ przyporządkowuje
się punkt M uzyskany w wyniku kolejnych konstrukcji:

przecięcia prostą m sĘcznych sr , sz tj. punhow i m-sl: Mt , mr1s2_ M;
wzjaczenia pozostaĘch stycznych do okęgu w punhach Ml , M , tj. pros-
tych ilt t trtz ,

3) ustalenie punktu wspolnego stycztych m1 , nt2 .
Punkt M: fti(1n12 stanowi obrazprostej m.

rys. I rys.2

Zauwainy, ie obrazem pęku prostych o środku P (rys. 2.) jest utwor powstały z
przecięcia odpowiadających sobie prostych w dwoch rzutowych pękach prosĘch klasy drugiej. Pęk
(P) bowtem wycina na stycznych s1 i s2 perspeĘwlczne Szeregi punktow s1 (l t , Bt ,Cl , ...), .s2
(A=, Bz, ...), a te z kolei wyznacĄą perspektywic7;;re z nimi pęki stycznych do @ , stanowiące pęki
klasy drugiej: pęki @t(av Ó' ...), CĄ(az, bz...), o wspolnej podstawie @ . Wiadomo, ie utworem
punhow wspolnych elementow homologicznych w dwoch ra:towych pękach klasy druglej jest
krrywa rzędu cavartego co . w rozpatrywanym jednak przypadku z'auwaĄmy, Że elementem co
(składnikiem tej krąnvej) są dwie proste u i. v styczne do stozkowej @ i przynalezne do punktu P
('ys. 3). Istotnie bowiem jeże|i np. rozna od sr sĘczna w punkcie Vt: VA.l1 , atakże - rożsa
od s2 sĘczna w punkcieZ2: V/al2 pokrywająSięzprosĘ v, tofakttenomacza,,Że v jest

jednocześnie swoim rozciągtym obrazem V . Tak wręc prosta v (a podobnie i ll ) jest elementem
obrazu pęku prostych (P) - krywej co

l )
f)



rys. 3

Wynika stąd jasno, Że pozostałą częscią (składnikiem ) krąruej ca jest stozkowa a. Mamy więc do
czynienia ze znanym zres^ąfaktem ustalającym, ze punĘ przecięcia się odpowiadających sobie
stycznych dwoch rzutowych pękow klasy drugrej, o wspolnej podstawie, tworzą. knywą stopnia
drugiego.

W pracy podjęto probę odpowieda na pytanie czy i kiedy stozkowa 7T będzie zawterała
punky niewłaściwe. Analizę tego problemu mozna oprzec na następującym rozumowaniu.

rys. 4

Prą,jmrjmy punkt P (rys. 4) wewnątrz tego samego kąta stycznych sr i sz.wewnątrz ktorego lery
stozkowa o. odpowiedaeć na pytanie czy , obraz pęlru prostych (P) posiada punkt (punkty)
niewłaściwy oznacza ponłierdac lub zanegowac istnienie takiej prostej meP, Że jeŻe|i /7tĄ 51 = My
tll|1 52 : Mz, to styczn e do co przyna|eżne do Mt i Mz , rożne od sr , Sz S4 do siebie rownoległe.
Inaczej mowiąc na|eĘ rozuttĘc mozliwość kontstrukcji tukiej prostej n.
Rysują się przy tym dwie drogi: l) rantową 2) tą ktorej rea|izacja nie wymaga znajomości
geometrii rantowej.
l) w tej pierwszej wystarcry skonstruować pary stycznych do okręgu o rÓwnoległych nP. ar || o,,
Ó '  l l  b2,  . . .  ( rys .  5) .

rys. 5



Styczne te tworzą pęki klasy drugiej o wspolnej podstawie a; , rantowe względem siebie. Ma''.y
*ięc at (al, Ó', ... ) 7\ az (ąz, b,, ...); a1= CĄ . Proste pękow (a) i (,,,, ) wycinają na
styczrrych do okęgu @ wyrożnionych prostych .il , 52 raltowe względem siebie szeregi
punktow sl( l ' ,  B,, . . .)  i  s7(A2,B,, . , .) .  ProstełączącehomologicalepuntĆyszeregÓw (s ') ,
(s2 ) trvorzą stozkową liniową (stozkową stycalych) o . Przez kuŻdy punkt ptaszczynty okręgu
przechodzą dwie Styczne do stozkowej o . Kazda z nich przynalezna do punku P spełnia wartlnki
prostej m .
Są przy tym oczyrviście mozliwe trzy przypadki: a) styczne do stozkowej o Są rzecryw|ste i rÓzne i
wowczas obrazem pęku jest hiperbola,
b) styczne są rzeczpviste, ale pokrywające się - w tym przypadku obrazem pęku (P) jest parabola,
c) wowczas kiedy styczne są nierzeczywiste - obraz PQku staje się elipsą.

Konstrukcja stycznych do stozkowej o przechodzących przez punkt P nie jest jednak
prosta i wymaga zastosowania dwoistego odpowiednika konstrukcji Steinera. W sumie więc
drogę rzutową rontiązania postawionego problemu mozna uznac za mał,o zachęcającą.
Znacznie prostsze rozw|ązanie oferuje inne rozumowanie odwotujące się do konstrukcji linii
przenikania powierzchni stopnia drugiego o szczegolnym połozeniu.
2) Zauwźmy,, Że wyznaczenie prostej m spełniającej opisane warunki mozna by zinterpreto-
wac (rys. 6) jako skonstruowanie w rzucie (na płaszczyznę okręgu a ) linii przenikania po-
wierzchni stozkowej a o tworzących Sl , 52 iopisanej na kuli o rowniku a z powierzchnią
walcową Popisaną na tej samej kuli i o osi lezącej w płaszczyźnie okręgu a.

rys.6

Wowczas szukane styczne do okręgu
Rzuty linii przenikania powierzchni @ i

@ byłyby mryczajnie fworzącymi tej powierzchni.
7 stanowiącej parę elips spełniaĘby warunki stawia-
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ne prostej n.Tworząca powierzchni Y przyna|ezna do punktu P ustalałaby połozenie punktu
niewłasciwego obrazu Pęku (P).

IeŻe|i punkt P jest dany, konstrukcję takiej tworzącej (tworzących) mozna zrea|izo-
wać wyk o n uj ąc n astępuj ące, ko l ej n e dziatania:
1) Zna|ezc wysokośc punktu P przyjmując, ze jest on rzutem punkfu powierzchni stozkowej
o.
2) Wyznacryc zbior punktow sfery t2 , ktorej rownikiem jest okrąg o . o wysokości punktu P,
to jest rownoleŻnik p.
3) Skonstruowac styczne do rownoleznika p przechodzące przez punkt P. Kaida z tych
stycznych moze byc uwaŻana za rzut odpowiednich tworzących powierzchni waicowej Y, a jej
punkt niewłaściwy jest punktem niewłaścinnym obrazu Pęku (P)
Jest przy tym oczywiste, ze jeŻe|i punkt P wybrany będzie w takim połozeniu, Że 1ego wyso-
kośc fiako punktu lezącego na powierzchni stozkowej @ ) jest większa od promienia sfery (t.1.
od promienia okręgu a ), zadanie nie ma roałięania, co oznacza, ze obraz Pęku (P) nie po-
siada punktow niewłaściwych.
IeŻe|i punkt P wybrany zostat tak szczego|nte, Że jego wysokośc jest rÓwna promieniowi sfery
o istnieje jedna tylko powierzchnia walcowa !Z spełniająca stawiane jej warunki, a w konse.
kwencji jeden tylko punkt niewtaścinry * obrazie PQku (P). Stozkowa łr jest wowczas parabo-
lą.

opisane działania uzasadniają następujący, podsumovrąrjący sposob ana|izy rodzaju
stozkowej tr stanowiącej obraz pęku (P).

Nalezy zna|eźę (rys. 7) przekroj powierzchni stozkowej a płaszcryzną ,'poziomą'
(rownoległą do płaszcryzny okręgu as ) o ulysokości rownej promieniowi sfery o. Jest nim
ocąrwiście hiperbola np. v. Punkty lezące na tej krzywej są takimi środkami pęku (P), ktorych
obrazami

rys. 7

są parabole' Punkty lezące w obszarze pomiędzy hiperbolą v i jej asymptotami (cry|i stycz-
nymi bazy Jt , S2 ) to rzuty punktow powierzchni a, ktorych wysokości są mniejsze od pro.
mienia sfery O , Przez punkty takie mogą przechodzic rzuty odpowiednich tworzących po-
wierzchni walcowych Yi i jezeli są one Środkami pękow (P,) . obrazami tych pękow są hi-
perbole. Wreszcie punkty |ezące wewnątrz hiperboli v to rzuty punktow o wysokościach
większych od promienia sfury o. Nie istnieją proste przechodzące przez nie stycznie do
sferv O i rownolegle do ołaszczvznv rownika (ti. nie istnieia tworzace odoowiednich Do-
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wierzchni walcourych Y, ), W konsekwencji, obrazy pękow, ktorych środkami są punĘ we-
wnętrzne hiperboli y są zawsze elipsami.

Pozostaj e 1eszcze kwestia punktow P i zawartych w drugim kącie utworzonym przez
styczne.il , Sz . Nie nadaje się do nich interpretacja ̂t|ązana z przenikaniem powierzchni stoz-
kowej o o fworzących Sl ' J2 , opisanej na kuli Q. MoŻna jednak zauwaĄc, Że stożkowe o
z rys. 5 | V z rys. 7 są identyczne. Istotnie bowiem mają wspolne asymptoty oraz sĘczną

"f w punkcie (wierzchołku) O Wynika to jasno z konstrukcji wierzchołka oraz z kon-
strukcji homologicznych punktow szeregow ( s' ) , ( s' ) wyciętych przez styczne do okręgu

@ rownoległe do osi powierzchni stozkowej (osi głownej hiperboli v . ryS. 8). Uwaga

dotycząca idenryczności o i v upruszcza konstrukcję ewentualnie poszukiwanych punk.
tow niewtaściwych pęku prostych o środku P. Wystarcry z punktu P skonstruowac styczne

do hiperboli V ( ktora została juŻ wcześniej Wznaczona ) . Kazda z rych stycznych
spełnia rolę opis anĄ wcześniej prostej m .

rys. 8

Rozwazmyjeszczeprrypadki szczego|nego połozenia punktu P względem okręgu a)
oraz punktu W .
l) niech: P e I4lo ( gdzie o jest środkiem okręgu a) - rys. 9 . W pr'ypadku kiedy P ł W
i P ł o , jako wynik za]toŻonej prrynalezności P e |To rejestrujemy jedynie symetrię obra-

zu pęku (P) d' stozkowej tt wzg|ędem prostej Wo' Prosta ta jest odpowiednio osią hiperbo-
li, paraboli lub elipsy.

2) Niech P e sr .
W takim przypadku proste pęku ( P) przecinając pozostałą sĘcznĄ .i2 (rys. 10) generują tylko
jedną rodzinę stycznych. Pozostała degeneruje się do prostej p . W wyniku - zbior punktow
przecięcia się odpowiadających sobie sĘcznych pokrywa prostą p ,ktora w tym pr4ypadku

rys. 9
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rys. l0

jest jednocześnie swoim rozciągłym obrazem ( porownaj proste ll, y ze str. 5. rys.3) oraz, zbior
obrazow nieskonczenie wielu pozostałych prostych pęku (P).
Podobny wniosek doĘczy prostej s1 . Jako prosta ,,Ę/pu'' U , V z rys. 3 jest sama swoim roz-
ciągłym obrazem ̂ lr. Ponadto jednak uwzględniając, Że w kazdym punkcie ,,przecina się'' sama z
sobą mozemy przeprowadzic następujące rozumowanie . rozv,tażrny np. prosĘ i = .'t i weźmy
pod uwagę jej punlĆy przecięciainSt =/t ; i n Sz= Iz. Zgodnie zpowyisząuwagąpunkt Itmoź:e
byc dowolnym punktem prostej sr, & punh Iz: I(. Konstruujemy styczne w tych punktach do
okręgu al . Styczna przynalezra do W i roimaod sz to prosta.it , & styczna przechodzącaprzezl1
i rozna od i1, to prosta np. a. obrazem prostej i = st jest punkt 4 -r.l1 = It, Rozumując podobnie
w odniesieniu do innych punktow prostej 51 wnosimy, ze prosta,ta usłana jest punktami przecięcia
z rodaną (a) stycanych do O . Mozemy 73tem powiedzieć, ze winna byc liczona podwojnie.
Reasumując ustalamy, Że w rozpatrywanym przypadlo stozkowa t degeneruje się do dwoch pros-
q1ch p i s1 ,a krąrula co - do podwojnie liczonych tych prostych.
3) W prrypadku kiedy P:W (rys. 1l) mozna powtorzyć roanmowanie z punkttl 2. Wynika
stąd,ze prTy tak szczegolnie prziętym połozeniu środka P obrazem pęku (P) jest para Ęcznych
.fs i sz.

rys. l l

4) Niech , P : o (rys. l2). Pienvs7a narł)cająca się uwaga w tym prrypadku dotycry symetrii
obrazu pęku (P) względem osi.
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rys.12

B|iższa ana|iza' konstrukcji obrazow poszczego|nych prostych pęku wydaje się podpowiadac, ze
stozkowa stanowiąca obraz pęku jest okęgem wspołśrodkowym z O .
Dowod tej własciwości mozna pfteprowadac następująco. Weźmy pod uwagę juko prosĘ pęku .

prosĘ o l| '' i skonstruujmy jej obraz A . Zauważtny, ie powstałe w trakcie konstrukcji trojkąty
I A2III i II A2III sąprzystające. Istotnie bowiem zachoda.
lIAzIII: ZIIAzIII,  zI IIIAz: ZIIIIIA2: ądf i  ĄIII:mI. Sąd jednaknaĘchmiast

wnosimyo prrystawaniutrojkątow I II A iII IW,awrezultacie o rÓwności odcinkow I{o i Ao.
Pozrvala to na stwierdzenie, Że odległośc punktu A od środka okręgu o jest taka sama jak
odległośc W od tegoŻ środka. W dalszej kolejności roaltażny prosą Ó pęku (P), prostopadłą do
stycznej 52 tj. przechodzącą przez punh styczności. Jej obraz B |eĘ na prostej 52 ijak to łatwo
odczyac z rysunku (punkt o |eĄ nawysokości trojkąta rÓwnoramiennego W Bt B ) odległośc
tego obrazu od środka o jest rowna odległości od środka punkfu W. Ma'ny więc WB : ffi
odwofując się do symetrii mozna wskazac dalsze dwa punĘ C , D rozpatrywanej stozkowej
takie, Że : Co : Iło : Do. Ustaliliśmy więc, ze pięc punktow stozkowej zr jest jednakowo
odległych od środka o . Fakt taki wystarcza aby strvierdzić, że stozkowa ta jest okręgiem
wspołśrodkowym z @.
S/Niech : P e f .
Prrypadektaki (rys'l3)nierozni sięzasadniczoodpr4padku najogolniejszego. W zależności od
tego czy jest to punkt |eĄgy wewnątrz czy teź, na zewnątrz hiperboli v (por. str. 7 ) , obrazem
pęku prostych o środku F będae elipsa lub hiperbola.

rys. 13

Nie moze jedynie wystąpic parabola. Wowczas bowiem , jak to wcześniej ustalono , środek r
musiałby byc punhem hiperboli rz . Spełniając jednak warunek podstawowy: Pe f , punkt taki
musiałby |eŻec na jednej z asymptot hiperboli v , t1. na prostej s' lub .92 . Ten jednak

przypadek omowiono w punkcie 2) i wiadomo, ie przy tak określonych załoŻeniach obraz

PQku prostych degeneruje się do dwoch prostych stycznych do okręgu al .
6) Niech punkt P przyjęty będzie na prostej łączącej punkty styczności okręgu @ do
prostych buy s1 , sz ( rys. la) .
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rys. 14

Zauwazmy, ie przy ogolnych załoŻeniach proste PQku (P) przechodzące przez punkty
,Sr , T, pozwalająwznaczyl takie punkty .S i T, w ktorych stozkowa łr (obrazPQku (P) )
przecina proste .r1 , .r2. W rozpatrywanym przypadku punkty .' i T jednoczą się z punktem
W . oznacza to, Że obrazem Pęku prostych spełniającego warunek 6) jest prosta (dokładniej

mowiąc jest to para połprostych o wspolnej podstawie, ktÓrych kofrce są punktami przecięcia
tej podstawy okręgiem al ) . Konstrukcja potwierdza ten wniosek dodatkowo ujawniaj ąc, że
prosta p (tj. zdegenerowana stozkowa n) tworzy czworkę harmonicznąz prostymi PW,
St , .i2. Wynika to z własności czworokątow zupełnych , w ktorych punktami przekątnymi są:
punkt W, środek pęku P oraz obrazy odpowiednich prostych Pęku (P). Sytuacja nie zmienia
się w sposob istotny , jeŻe|i jako środek PQku (P) pr,yjąc punkt niewłaściwy, a także jeie|i
punktem niewłaścinnym będzie punkt buy: łT = st Ą Jz

THE IMAGES OF TI{E STRAIGHT LINIE PINCILS
IN A DEGEI{ERATED TRANSFORMATION OF 4'h ORDER

In the paper a plane transformation with one circle and rwo it's distinguished tangents
11 &nd 12 &s basis, is considered. The image of a straight line m is the common point of two
tangents to basic circle, they pass through the intersecting points M1:ftl Ą St and /ut2:ht C) S7.
It is proved that the images of the pencil straight lines ly on the conic tr . The kind of conic 71
(ellipse, parabola, hyperbola) and it's construction in relation to the location of pencils center
is discussed
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